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Abstract: Various attempts have been made to quantify the amount of information, mainly in
information theory. On the other hand, various results on quantifying the value of information (VoI)
to decision-making have been developed independently in decision theory. This paper outlines the
author’s previous results on a framework for treating these results in a unified manner. The value of
information theory is also applied to the privacy-utility trade-off (PUT) problem in the information
disclosure problem, considering privacy protection, which has been the subject of much interest in
recent years.
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要旨 情報を定量化するためのさまざまな試みは，主に，情報理論の分野で発展してきた．一方，これとは独
立に，情報が意思決定に与える価値の定量化に関するさまざまな結果が，意思決定理論（統計的決定理論）の
分野において「情報の価値理論」として得られている．本稿では，著者によるこれらの結果を統一的に扱う
ための理論に関するこれまでの結果について概説する．また，情報の価値理論の応用として，近年，盛んに
研究がなされているプライバシ保護を考慮した情報公開問題におけるプライバシ・ユーティリティ・トレー
ドオフ (PUT) 問題へ適用した場合の解釈を与える．

キーワード： 情報の価値理論，統計的決定理論，プライバシ・ユーティリティ・トレードオフ

1 はじめに

情報理論 (Information Theory) は，情報を定量的な量
（情報量）として数理的に扱う学問体系であり，Shannon
[1]によって 1948年に創始された．情報理論において基
本となる情報量に，情報エントロピー (Entropy) H(X)

と相互情報量 (Mutual Information; MI) I(X;Y ) が
ある．前者はサンプル X のもつ平均的な情報量を意
味し，後者はあるサンプル Y がサンプル X について
持つ平均的な情報量を意味する．これらの基本的な量
を基にして，情報理論は，情報通信，データ圧縮，情
報セキュリティ，物理学等，さまざまな分野への応用
がなされてきた．また近年では，機械学習や人工知能
分野への応用も盛んに行われており，さまざまな意思
決定 (decision making) に活用されつつある．
一般に，人間の意思決定に関する理論体系を意思決
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定理論 (Decision Theory) と呼ぶ．主な意思決定理論
としては，統計学分野において Wald によって確立さ
れた統計的決定理論 (Statistical Decision Theory) [2]

と，経済学分野において von NeumannとMorgenstern

[3] によって体系付けられた期待効用理論 (Expected

Utility Theory)および Savage [4]による主観的期待効
用理論 (Subjective Expected Utility Theory) がある．
これら意思決定理論の枠組みに基づいて，情報が

もつ価値 (Value of Information; VoI) を定量化しよ
うするさまざまな研究が，1960 年代から 1970 年代
にかけてなされてきた [5], [6],[7, 8],[9],[10]．Raiffa と
Schlaifer は，サンプル Y の持つ価値を，それを意思決
定に使わなかったときと比べたときの，最適な期待効
用（もしくは期待損失）の差として定式化した．この
量を Expected Value of Sample Information (EVSI)

と呼ぶ [6, Chapter 4]．Stratonovich はあるサンプル
Y が関心のあるサンプル X に関する情報を含むとき
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と思われる． 
さらに，どういう画像が提案手法により改善され

たのかを詳細に調べるため，従来手法の IoU 値と，

提案手法による IoU 上昇度（提案手法 IoU と従来

手法 IoU の差分）の関係を示す散布図を作成した．

図 6 にその散布図を示す．これを見ると，もともと

の IoU が小さければ小さいほど，提案手法によって

より大きく改善できたということが分かる．つま

り，生成モデルは識別モデルの推定結果の細部を微

修正することよりも，むしろ識別モデルの苦手な面

をサポートすることにおいてより効果的だった，と

解釈することもできる． 
 

66．．おおわわりりにに  
 
本稿では，セマンティック・セグメンテーション

タスクを高精度化するため，従来の識別モデルに生

成モデルを組み合わせる手法を提案した．実証実験

の結果，生成モデルの導入により，従来手法のセグ

メンテーション結果を高精度化できることが確かめ

られた．ただし今回の実験は 2 クラス分類の検証に

留まっているため，多クラス分類（画像のシーン理

解）においても同様に有意な結果が表れるかどうか

は，さらに検証を進める必要がある．また，今回生

成モデルとして採用した DDPM は処理時間とメモ

リ効率にやや問題があるため，より高速に処理でき

る DDIM[10]や，高解像度の画像も処理可能な

Latent Diffusion Model[11]などを導入することも併

せて検討したい．さらに，動画像や 3 次元点群な

ど，静止画以外のデータについても同様に切り出し

精度を向上できる手法の検討も今後の課題と考えて

いる． 
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する周辺分布 (marginal distribution) とする．また，
X = {1, 2, . . . ,m} とするとき，X 上の確率分布の
全体を (m − 1) 次元確率単体と同一視し，∆X :={
p = (p1, . . . , pm) ∈ [0, 1]m

∣∣ ∑m
i=1 pi = 1

}
と記す．確

率変数 A を意思決定者 (decision maker; DM) の決定
（行動）(action, decision)と呼ぶ．このとき，Y が与え
られたもとでの Aに関する確率分布を qA|Y と記し，確
率的決定関数 (randomized decision rule) と呼ぶ．特
に，Aが Y の関数のとき，その関数を δ : Y → Aと記し，
決定関数 (deterministic decision rule) と呼ぶ．ここ
で，Aを決定（行動）空間 (action space, decision space)

と呼ぶ．以上で述べた事項を，図 1にシステムモデルと
して表す．意思決定者の決定に対するペナルティやコ
ストを表す関数 ℓ : X ×A → R を損失関数 (loss func-

tion, cost function)，利得を表す関数 g : X×A → Rを
効用関数 (utility function, gain function) とする．す
なわち，X = xのときに決定 A = aをしたときの損失
（resp. 効用）を ℓ(x, a) (resp. g(x, a)) と記す．本稿で
は，簡単のため，特に断りのない限り，X および Y は有
限集合とする．X の期待値を EX [X] :=

∑
x xpX(x)，

Y = y の条件のもとでの X に関する条件付き期待値を
EX [X | Y = y] :=

∑
x xpX|Y (x | y)と記す．また，本

稿を通して，log の底は自然対数の底 e = 2.718 · · · と
する．
本節では，まず，統計的決定理論の基礎事項につい

て述べる．次に，Shannon の相互情報量をはじめとす
るさまざまな相互情報量や情報漏えい尺度を統一的に
扱うための generalized information leakage measure

を導入する．

X pY |X Y δ A

図 1: システムモデル

2.1 統計的決定理論

本節では，統計的決定理論における基本事項について
述べる．

定義 2.1. (X,Y ) ∼ pX,Y とし，δ : Y → A を決定関
数とする．このとき，δ に関するベイズリスク（期待損

失）r(δ) およびベイズ期待効用 G(δ) を以下で定める：

r(δ) = EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))] , (1)

G(δ) = EX,Y [g(X, δ(Y ))] . (2)

このベイズリスク r(δ) を最小化する（あるいはベ
イズ期待効用 G(δ) を最大化する）決定関数 δ を求め
る問題が，統計的決定理論（ベイズ決定理論）におけ
る基本的な問題である．次の命題は，最適な決定関数
に関するよく知られた結果である．

命題 2.2 ([35, Result 1], [36, Thm 2.7]). ベイズリス
クの最小値は，以下で与えられる：

min
δ

r(δ) = r(δ*) (3)

= EY

[
min
a∈A

EX [ℓ(X, a) | Y ]

]
(4)

=
∑
y

pY (y)

[
min
a∈A

∑
x∈X

pX|Y (x | y)ℓ(x, a)

]
,

(5)

ここで，最小値を与える決定関数 δ* : Y → A は以下
で定義される：

δ*(y) := argmin
a∈A

EX [ℓ(X, a) | Y = y] (6)

= argmin
a∈A

∑
x∈X

pX|Y (x | y)ℓ(x, a), (7)

ここで，pX|Y (x | y) :=
pX (x)pY |X (y|x)∑
x pX (x)pY |X (y|x) は Y = y

が与えられたもとでの X の事後確率 (posterior dis-

tribution) を表す．同様にして，ベイズ期待効用の最
大値は以下のようになる：

max
δ

G(δ) = G(δ∗) (8)

= EY

[
max
a∈A

EX [g(X, a) | Y ]

]
, (9)

δ*(y) := argmax
a∈A

EX [g(X, a) | Y = y] . (10)

すなわち，ベイズリスクを最小（resp. ベイズ期待効用
を最大）にする関数は事後期待損失最小化関数（resp.

事後期待効用最大化関数）である．

3

の価値を，EVSI と Shannon の相互情報量を用いて定
式化し，その価値の上界およびその達成可能条件を示
した [7, 8]2．
情報理論分野においては，Shannon相互情報量 I(X;Y )

が提案されて以来，Y が含む X に関する情報量の定量
化として，さまざまなものが提案されてきた．代表的な
ものに，Sibson 相互情報量 [13]，Arimoto 相互情報量
[14], Csiszár 相互情報量 [15] および Lapidoth–Pfister

相互情報量 [16],[17] がある．一方，情報セキュリティ
分野においては，Shannon 相互情報量 I(X;Y ) は基
本的な情報漏えい尺度 (information leakage measure)

として用いられるが，近年では，プライバシ保護情報
公開問題の文脈において，さまざまな情報漏えい尺度
が提案されている．
プライバシ保護情報公開問題においては，プライバ

シ情報を含むオリジナルデータ X の保有者 (Alice) と
そのデータの正規の利用者 (Bob) およびプライバシ情
報に対する情報を得ようとする攻撃者 (Eve) を想定す
る．Alice は Eve に対するプライバシ情報の漏洩を保
護しつつ，Bob にとっての有用性 (Utility) を高める
ために，オリジナルデータ X に変換3を施した加工情
報情報 Y を公開しようとするが，このとき，どのよ
うな変換を用いるかが解くべき問題となる．より具体
的には，プライバシ保護と有用性の間にはトレードオ
フ (Privacy-Utility Trade-off; PUT) があると考えら
れるため，それぞれの尺度を適当に定めた上で，PUT

の理論解析を行った上で最適な変換方法を求めること
が基本的な問題となる．
この情報公開問題におけるプライバシ保護の尺度と

して，近年，攻撃者 Eve がオリジナルデータ X ある
いは X に相関する対象 U に関する推定を行うと仮定
し4，その推定能力に基づくプライバシ保護尺度がいくつ
か提案されている．例えば Calmon らは average cost

2Stratonovich の結果は，統計的決定理論と情報理論
を結びつける重要な結果であるとみなせるが，文献 [7, 8]
がロシア語で書かれていることもあり，広くは知られてい
ないようである．近年，文献 [8] の英語訳 [11] が出版さ
れている．なお，Stratonovich と同様の問題を扱ってい
る文献として，Kanaya と Nakagawa による研究がある
[12]．

3この変換を privacy mechanism と呼ぶが，情報理論
における通信路 (channel) に相当する．

4このような攻撃者を guessing adversary と呼ぶ．

gainを提案している [18]．Issaらは，maximal leakage

を提案し [19, 20, 21, 22]，この量は後に，Liao らに
よって α-leakage や maximal α-leakage に拡張され
た [23, 24, 25, 26]．Liao らはさらに，α-leakage と
Arimoto 相互情報量の等価性および maximal leakage

と Arimoto–Sibson 通信路容量 [14] の等価性を示して
いる．また Alvimらは，効用関数 gに基づく g-leakage

[27],[28], [29] を提案しており，Kurri らはそれをプラ
イバシ情報保護における問題に拡張している [30]．こ
れらのプライバシ保護尺度は，決定理論の観点から見
ると，EVSI と本質的に等価な量あるいは EVSI を拡
張した量として解釈することができる．
本論文は，これまでに提案されている相互情報量や

情報漏えい尺度を統一的に扱うための情報の価値理論
の構築に関する著者の一連の研究 [31, 32, 33, 34] の概
説である．一般的な情報量に対する価値理論の構築に
あたって本研究ではまず，1) 非負性，2) データ処理
不等式 (Data Processing Inequality; DPI)，3) 独立性
に着目し，これらの性質を公理として採用することで，
一般化された情報漏えい尺度 (generalized information

leakage measures)を導入する．また，サンプル Y を意
思決定に用いることによる価値尺度として，EVSIの亜
種として average ratio gain を導入する．また，EVSI

や average ratio gain において，損失関数（もしくは
効用関数）を適当に選ぶことで，既存のさまざまな相
互情報量や情報漏えい尺度を EVSI もしくは average

ratio gain によって表現できることを示す．その上で，
Stratonovich の結果 [7, 8, 11] を拡張し，一般化され
た情報漏えい尺度に対する情報の価値理論を構築する．
さらに，この結果をプライバシ情報公開問題に応用し，
PUT 問題としての解釈を与える．

2 準備

X,Y および A をそれぞれ X ,Y および A 上に値を
とる確率変数とし，X − Y − A はこの順に Markov

連鎖をなす5とする．(X,Y ) の同時分布 (joint dis-

tribution) を pX,Y = pXpY |X とし，pX を X に
関する事前分布 (prior distribution) と呼び，pY |X

を通信路 (channel) と呼ぶ．さらに，pY を Y に関

5X−Y −A が Markov 連鎖をなす def.⇐⇒ X ⊥⊥ A | Y .
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する周辺分布 (marginal distribution) とする．また，
X = {1, 2, . . . ,m} とするとき，X 上の確率分布の
全体を (m − 1) 次元確率単体と同一視し，∆X :={
p = (p1, . . . , pm) ∈ [0, 1]m

∣∣ ∑m
i=1 pi = 1

}
と記す．確

率変数 A を意思決定者 (decision maker; DM) の決定
（行動）(action, decision)と呼ぶ．このとき，Y が与え
られたもとでの Aに関する確率分布を qA|Y と記し，確
率的決定関数 (randomized decision rule) と呼ぶ．特
に，Aが Y の関数のとき，その関数を δ : Y → Aと記し，
決定関数 (deterministic decision rule) と呼ぶ．ここ
で，Aを決定（行動）空間 (action space, decision space)

と呼ぶ．以上で述べた事項を，図 1にシステムモデルと
して表す．意思決定者の決定に対するペナルティやコ
ストを表す関数 ℓ : X ×A → R を損失関数 (loss func-

tion, cost function)，利得を表す関数 g : X×A → Rを
効用関数 (utility function, gain function) とする．す
なわち，X = xのときに決定 A = aをしたときの損失
（resp. 効用）を ℓ(x, a) (resp. g(x, a)) と記す．本稿で
は，簡単のため，特に断りのない限り，X および Y は有
限集合とする．X の期待値を EX [X] :=

∑
x xpX(x)，

Y = y の条件のもとでの X に関する条件付き期待値を
EX [X | Y = y] :=

∑
x xpX|Y (x | y)と記す．また，本

稿を通して，log の底は自然対数の底 e = 2.718 · · · と
する．
本節では，まず，統計的決定理論の基礎事項につい

て述べる．次に，Shannon の相互情報量をはじめとす
るさまざまな相互情報量や情報漏えい尺度を統一的に
扱うための generalized information leakage measure

を導入する．

X pY |X Y δ A

図 1: システムモデル

2.1 統計的決定理論

本節では，統計的決定理論における基本事項について
述べる．

定義 2.1. (X,Y ) ∼ pX,Y とし，δ : Y → A を決定関
数とする．このとき，δ に関するベイズリスク（期待損

失）r(δ) およびベイズ期待効用 G(δ) を以下で定める：

r(δ) = EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))] , (1)

G(δ) = EX,Y [g(X, δ(Y ))] . (2)

このベイズリスク r(δ) を最小化する（あるいはベ
イズ期待効用 G(δ) を最大化する）決定関数 δ を求め
る問題が，統計的決定理論（ベイズ決定理論）におけ
る基本的な問題である．次の命題は，最適な決定関数
に関するよく知られた結果である．

命題 2.2 ([35, Result 1], [36, Thm 2.7]). ベイズリス
クの最小値は，以下で与えられる：

min
δ

r(δ) = r(δ*) (3)

= EY

[
min
a∈A

EX [ℓ(X, a) | Y ]

]
(4)

=
∑
y

pY (y)

[
min
a∈A

∑
x∈X

pX|Y (x | y)ℓ(x, a)

]
,

(5)

ここで，最小値を与える決定関数 δ* : Y → A は以下
で定義される：

δ*(y) := argmin
a∈A

EX [ℓ(X, a) | Y = y] (6)

= argmin
a∈A

∑
x∈X

pX|Y (x | y)ℓ(x, a), (7)

ここで，pX|Y (x | y) :=
pX (x)pY |X (y|x)∑
x pX (x)pY |X (y|x) は Y = y

が与えられたもとでの X の事後確率 (posterior dis-

tribution) を表す．同様にして，ベイズ期待効用の最
大値は以下のようになる：

max
δ

G(δ) = G(δ∗) (8)

= EY

[
max
a∈A

EX [g(X, a) | Y ]

]
, (9)

δ*(y) := argmax
a∈A

EX [g(X, a) | Y = y] . (10)

すなわち，ベイズリスクを最小（resp. ベイズ期待効用
を最大）にする関数は事後期待損失最小化関数（resp.

事後期待効用最大化関数）である．

3

の価値を，EVSI と Shannon の相互情報量を用いて定
式化し，その価値の上界およびその達成可能条件を示
した [7, 8]2．
情報理論分野においては，Shannon相互情報量 I(X;Y )

が提案されて以来，Y が含む X に関する情報量の定量
化として，さまざまなものが提案されてきた．代表的な
ものに，Sibson 相互情報量 [13]，Arimoto 相互情報量
[14], Csiszár 相互情報量 [15] および Lapidoth–Pfister

相互情報量 [16],[17] がある．一方，情報セキュリティ
分野においては，Shannon 相互情報量 I(X;Y ) は基
本的な情報漏えい尺度 (information leakage measure)

として用いられるが，近年では，プライバシ保護情報
公開問題の文脈において，さまざまな情報漏えい尺度
が提案されている．
プライバシ保護情報公開問題においては，プライバ

シ情報を含むオリジナルデータ X の保有者 (Alice) と
そのデータの正規の利用者 (Bob) およびプライバシ情
報に対する情報を得ようとする攻撃者 (Eve) を想定す
る．Alice は Eve に対するプライバシ情報の漏洩を保
護しつつ，Bob にとっての有用性 (Utility) を高める
ために，オリジナルデータ X に変換3を施した加工情
報情報 Y を公開しようとするが，このとき，どのよ
うな変換を用いるかが解くべき問題となる．より具体
的には，プライバシ保護と有用性の間にはトレードオ
フ (Privacy-Utility Trade-off; PUT) があると考えら
れるため，それぞれの尺度を適当に定めた上で，PUT

の理論解析を行った上で最適な変換方法を求めること
が基本的な問題となる．
この情報公開問題におけるプライバシ保護の尺度と

して，近年，攻撃者 Eve がオリジナルデータ X ある
いは X に相関する対象 U に関する推定を行うと仮定
し4，その推定能力に基づくプライバシ保護尺度がいくつ
か提案されている．例えば Calmon らは average cost

2Stratonovich の結果は，統計的決定理論と情報理論
を結びつける重要な結果であるとみなせるが，文献 [7, 8]
がロシア語で書かれていることもあり，広くは知られてい
ないようである．近年，文献 [8] の英語訳 [11] が出版さ
れている．なお，Stratonovich と同様の問題を扱ってい
る文献として，Kanaya と Nakagawa による研究がある
[12]．

3この変換を privacy mechanism と呼ぶが，情報理論
における通信路 (channel) に相当する．

4このような攻撃者を guessing adversary と呼ぶ．

gainを提案している [18]．Issaらは，maximal leakage

を提案し [19, 20, 21, 22]，この量は後に，Liao らに
よって α-leakage や maximal α-leakage に拡張され
た [23, 24, 25, 26]．Liao らはさらに，α-leakage と
Arimoto 相互情報量の等価性および maximal leakage

と Arimoto–Sibson 通信路容量 [14] の等価性を示して
いる．また Alvimらは，効用関数 gに基づく g-leakage

[27],[28], [29] を提案しており，Kurri らはそれをプラ
イバシ情報保護における問題に拡張している [30]．こ
れらのプライバシ保護尺度は，決定理論の観点から見
ると，EVSI と本質的に等価な量あるいは EVSI を拡
張した量として解釈することができる．
本論文は，これまでに提案されている相互情報量や

情報漏えい尺度を統一的に扱うための情報の価値理論
の構築に関する著者の一連の研究 [31, 32, 33, 34] の概
説である．一般的な情報量に対する価値理論の構築に
あたって本研究ではまず，1) 非負性，2) データ処理
不等式 (Data Processing Inequality; DPI)，3) 独立性
に着目し，これらの性質を公理として採用することで，
一般化された情報漏えい尺度 (generalized information

leakage measures)を導入する．また，サンプル Y を意
思決定に用いることによる価値尺度として，EVSIの亜
種として average ratio gain を導入する．また，EVSI

や average ratio gain において，損失関数（もしくは
効用関数）を適当に選ぶことで，既存のさまざまな相
互情報量や情報漏えい尺度を EVSI もしくは average

ratio gain によって表現できることを示す．その上で，
Stratonovich の結果 [7, 8, 11] を拡張し，一般化され
た情報漏えい尺度に対する情報の価値理論を構築する．
さらに，この結果をプライバシ情報公開問題に応用し，
PUT 問題としての解釈を与える．

2 準備

X,Y および A をそれぞれ X ,Y および A 上に値を
とる確率変数とし，X − Y − A はこの順に Markov

連鎖をなす5とする．(X,Y ) の同時分布 (joint dis-

tribution) を pX,Y = pXpY |X とし，pX を X に
関する事前分布 (prior distribution) と呼び，pY |X

を通信路 (channel) と呼ぶ．さらに，pY を Y に関

5X−Y −A が Markov 連鎖をなす def.⇐⇒ X ⊥⊥ A | Y .
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り，pXα および pXα|Y は以下で定義される α-tilted

distribution [24] を表す：

pXα (x) :=
pX(x)α∑
x pX(x)α

, (19)

pXα|Y (x | y) :=
pX|Y (x | y)α∑
x pX|Y (x | y)α

. (20)

2.2 Generalized Information Leakage
Measure

本節ではまず，これまでに提案されたさまざまな相互
情報量や情報漏えい尺度を一般化し，サンプル Y が
含むサンプル X に関する情報量を表す generalized

information leakage measure L(X → Y )を導入する．
本研究では，既存の情報量が満たす 3つの性質 1)非負
性，2)データ処理不等式 (Data Processing Inequality;

DPI) および 3)（独立性 ⇒ zero leakage）に着目し，
これらを公理として採用する．

定義 2.8 (Generalized information leakage measure,

[32, Def 3]). (X,Y ) ∼ pXpY |X とする．このとき，
以下を満たす汎関数 L(pX , pY |X) を generalized in-

formation leakage measure と呼び， L(X → Y ) と
記す．

1) 非負性：

L(X → Y ) ≥ 0. (21)

2) DPI：任意の確率変数 Z に対して，X − Y −Z

が Markov 連鎖をなすならば

L(X → Z) ≤ L(X → Y ). (22)

3) 独立性 ⇒ zero leakage：

X ⊥⊥ Y =⇒ L(X → Y ) = 0. (23)

注意 2.9. L(X → Y ) に対して，3) の逆は仮定しな
い．すなわち，

3′) zero leakage =⇒ 独立性

X ⊥⊥ Y =⇒ L(X → Y ) = 0. (24)

は仮定しない．

例 2.10. 表 2 に情報理論分野における主要な相互
情報量および情報漏えい尺度を示す．この表におい
て，α ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) は調節可能なパラメータを表
し，Hα(X) := α

1−α
log

(∑
x pX(x)α

) 1
α は次数 α の

Rényiエントロピー，Dα(p||q) := 1
α−1

log
(∑

z p
α(z)q1−α(z)

)

は次数 α の Rényi divergence，U は X の任意の
（randomized なものを含む）関数，Û はその推定量，
Df (p||q) :=

∑
z∈Z q(z)f

(
p(z)
q(z)

)
は f -divergence を

それぞれ表す．ここで，f : [0,∞) → R は [0,∞) 上の
凸関数で f(1) = 0 かつ t = 1 において狭義凸である
とする．

注意 2.11. 表 2で定義される多くの information leak-

age measure は，Shannon 相互情報量を特別な場合と
して含む．実際，次が成り立つ：

I(X;Y ) = lim
α→1

IAα (X;Y ) = lim
α→1

ISα(X;Y )

= lim
α→1

ICα (X;Y ) = lim
α→1

ILP
α (X;Y )

= lim
α→1

Lmax
α (X → Y ), (25)

I(X;Y ) = If (X;Y ) = Lf (X → Y ), (26)

ただし，f(t) = t log t. また，IS∞(X;Y ) = LmaxL(X →
Y ) であることが文献 [19, Thm 1] で示されており，
IAα (X;Y ) = Lα(X → Y ) であることが文献 [24, Thm

1] で示されている．

注意 2.12. 多くの場合，1) 非負性は，Dα(p||q) や
Df (p||q) の非負性から従う．α-leakage Lα(X → Y )

の性質は，それと等価な Arimoto相互情報量 IAα (X;Y )

の性質から従う．

3 情報の価値理論

本節では，2.2 節で導入した generalized information

leakage measure L(X → Y ) 制約のもとでのサンプル
Y に対する情報の価値を定義する．そのためにまず，
無制約のもとでの Y の価値の定量化である EVSI お
よび average ratio gain を導入する．

5

例 2.3. 意思決定者が X の推定 A = X̂ を決定関数
δ : Y → X を用いて，0-1 損失 ℓ0-1(x, x̂) = 1l{x=x̂} の
もとで行うとする6．このとき，ベイズリスクの最小値
およびそれを与える決定関数は以下のようになる：

min
δ

r(δ) = 1− EY

[
max
x∈X

pX|Y (x | Y )

]
, (11)

δ∗(y) = argmax
x∈X

pX|Y (x | y). （MAP 推定）

(12)

注意 2.4. いま，決定空間Aが与えられたときに，Y ∈ Y
に基づいて A 上の確率分布 q ∈ ∆A を決定する問題
を新たに考える．このときの決定関数を δ̃ : Y → ∆A

と記し，この決定問題における損失関数（resp. 効用関
数）を ℓ(x, q) (resp. g(x, q)) と表す．また本稿では，
Y = y を観測したもとでの確率的決定関数 qA|Y =y

に対する損失関数（resp. 効用関数）[35, Def 8] につ
いても（記法の濫用を許容して）ℓ(x, qA|Y =y) (resp.

g(x, qA|Y =y)) と記すことにする．このとき，δ̃ に対す
るベイズリスク r(δ̃) (resp. G(δ̃)) や確率的決定関数に
対するベイズリスク r(qA|Y ) (resp. G(qA|Y )) が同様
に定義され，両者の最小化問題（resp. 最大化問題）は
等価な問題となる．このとき，命題 2.2は，式 (4)(10)

における mina∈A を infq∈∆A，maxa∈A を supq∈∆A

に置き換えることで，δ̃ や qA|Y を用いた決定問題に
ついても同様に成り立つ．

例 2.5. 意思決定者が X の推定 X̂ を確率的決定関数
qX̂|Y を用いて，対数損失 ℓlog(x, q) = − log q(x) のも
とで行うとする7．このとき，ベイズリスクの最小値お
よびそれを与える確率的決定関数は以下のようになる：

min
q
X̂|Y

r(qX̂|Y ) = H(X | Y ), (13)

q∗
X̂|Y (x | y) = pX|Y (x | y), (14)

ここで，

H(X | Y ) := −
∑
y

pY (y)
∑
x

pX|Y (x | y) log pX|Y (x | y)

(15)

61l{x=x̂} :=

{
1, x ̸= x̂,

0, otherwise.
7これは決定関数 δ̃ : Y → ∆X を用いて，X の確率分

布を決定する問題と等価である．

は条件付きエントロピーを表す．

例 2.6 ([24, Lemma 1]). α > 0 とする．例 2.5 と同
様の設定のもとで，Liao らによって提案された次の
α-loss ℓα(x, qX̂|Y =y) [24, Def 3]8 のもとでの推定問題
を考える：

ℓα(x, q)

=




− log q(x), α = 1,

α
α−1

(
1− q(x)

α−1
α

)
, α ∈ (0, 1) ∪ (1,∞),

1− q(x), α = ∞.

(16)

このとき，ベイズリスクの最小値およびそれを与える
決定関数は以下のようになる：

min
q
X̂|Y

r(qX̂|Y )

=




H(X | Y ), α = 1,

α
α−1

(
1− ∥pX∥α

)
, α ∈ (0, 1) ∪ (1,∞),

1−
∑

y pY (y)maxx pX|Y (x | y), α = ∞,

(17)

q∗
X̂|Y (x | y)

=




pX|Y (x|y)α∑
x pX|Y (x|y)α , α ∈ (0,∞),


1/ |MAX(y)| , x ∈ MAX(y),

0, otherwise,
α = ∞,

(18)

ここで，∥pX∥α :=
(∑

x pX(x)α
) 1

α ,

MAX(y) :=
{
x̃ ∈ X

∣∣ pX|Y (x̃ | y) = maxx pX|Y (x | y)
}

である．

例 2.7. A = X̂（X の点推定問題）あるいは A ∈ ∆X

（確率分布の推定問題，X の randomized decision rule

を用いた推定問題）におけるその他の代表的な損失関
数と効用関数および最適な決定関数を表 1に示す．こ
こで，MAX := {x̃ ∈ X : pX(x̃) = maxx pX(x)} であ

8α = 1 のときが対数損失に相当する．
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り，pXα および pXα|Y は以下で定義される α-tilted

distribution [24] を表す：

pXα (x) :=
pX(x)α∑
x pX(x)α

, (19)

pXα|Y (x | y) :=
pX|Y (x | y)α∑
x pX|Y (x | y)α

. (20)

2.2 Generalized Information Leakage
Measure

本節ではまず，これまでに提案されたさまざまな相互
情報量や情報漏えい尺度を一般化し，サンプル Y が
含むサンプル X に関する情報量を表す generalized

information leakage measure L(X → Y )を導入する．
本研究では，既存の情報量が満たす 3つの性質 1)非負
性，2)データ処理不等式 (Data Processing Inequality;

DPI) および 3)（独立性 ⇒ zero leakage）に着目し，
これらを公理として採用する．

定義 2.8 (Generalized information leakage measure,

[32, Def 3]). (X,Y ) ∼ pXpY |X とする．このとき，
以下を満たす汎関数 L(pX , pY |X) を generalized in-

formation leakage measure と呼び， L(X → Y ) と
記す．

1) 非負性：

L(X → Y ) ≥ 0. (21)

2) DPI：任意の確率変数 Z に対して，X − Y −Z

が Markov 連鎖をなすならば

L(X → Z) ≤ L(X → Y ). (22)

3) 独立性 ⇒ zero leakage：

X ⊥⊥ Y =⇒ L(X → Y ) = 0. (23)

注意 2.9. L(X → Y ) に対して，3) の逆は仮定しな
い．すなわち，

3′) zero leakage =⇒ 独立性

X ⊥⊥ Y =⇒ L(X → Y ) = 0. (24)

は仮定しない．

例 2.10. 表 2 に情報理論分野における主要な相互
情報量および情報漏えい尺度を示す．この表におい
て，α ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) は調節可能なパラメータを表
し，Hα(X) := α

1−α
log

(∑
x pX(x)α

) 1
α は次数 α の

Rényiエントロピー，Dα(p||q) := 1
α−1

log
(∑

z p
α(z)q1−α(z)

)

は次数 α の Rényi divergence，U は X の任意の
（randomized なものを含む）関数，Û はその推定量，
Df (p||q) :=

∑
z∈Z q(z)f

(
p(z)
q(z)

)
は f -divergence を

それぞれ表す．ここで，f : [0,∞) → R は [0,∞) 上の
凸関数で f(1) = 0 かつ t = 1 において狭義凸である
とする．

注意 2.11. 表 2で定義される多くの information leak-

age measure は，Shannon 相互情報量を特別な場合と
して含む．実際，次が成り立つ：

I(X;Y ) = lim
α→1

IAα (X;Y ) = lim
α→1

ISα(X;Y )

= lim
α→1

ICα (X;Y ) = lim
α→1

ILP
α (X;Y )

= lim
α→1

Lmax
α (X → Y ), (25)

I(X;Y ) = If (X;Y ) = Lf (X → Y ), (26)

ただし，f(t) = t log t. また，IS∞(X;Y ) = LmaxL(X →
Y ) であることが文献 [19, Thm 1] で示されており，
IAα (X;Y ) = Lα(X → Y ) であることが文献 [24, Thm

1] で示されている．

注意 2.12. 多くの場合，1) 非負性は，Dα(p||q) や
Df (p||q) の非負性から従う．α-leakage Lα(X → Y )

の性質は，それと等価な Arimoto相互情報量 IAα (X;Y )

の性質から従う．

3 情報の価値理論

本節では，2.2 節で導入した generalized information

leakage measure L(X → Y ) 制約のもとでのサンプル
Y に対する情報の価値を定義する．そのためにまず，
無制約のもとでの Y の価値の定量化である EVSI お
よび average ratio gain を導入する．

5

例 2.3. 意思決定者が X の推定 A = X̂ を決定関数
δ : Y → X を用いて，0-1 損失 ℓ0-1(x, x̂) = 1l{x=x̂} の
もとで行うとする6．このとき，ベイズリスクの最小値
およびそれを与える決定関数は以下のようになる：

min
δ

r(δ) = 1− EY

[
max
x∈X

pX|Y (x | Y )

]
, (11)

δ∗(y) = argmax
x∈X

pX|Y (x | y). （MAP 推定）

(12)

注意 2.4. いま，決定空間Aが与えられたときに，Y ∈ Y
に基づいて A 上の確率分布 q ∈ ∆A を決定する問題
を新たに考える．このときの決定関数を δ̃ : Y → ∆A

と記し，この決定問題における損失関数（resp. 効用関
数）を ℓ(x, q) (resp. g(x, q)) と表す．また本稿では，
Y = y を観測したもとでの確率的決定関数 qA|Y =y

に対する損失関数（resp. 効用関数）[35, Def 8] につ
いても（記法の濫用を許容して）ℓ(x, qA|Y =y) (resp.

g(x, qA|Y =y)) と記すことにする．このとき，δ̃ に対す
るベイズリスク r(δ̃) (resp. G(δ̃)) や確率的決定関数に
対するベイズリスク r(qA|Y ) (resp. G(qA|Y )) が同様
に定義され，両者の最小化問題（resp. 最大化問題）は
等価な問題となる．このとき，命題 2.2は，式 (4)(10)

における mina∈A を infq∈∆A，maxa∈A を supq∈∆A

に置き換えることで，δ̃ や qA|Y を用いた決定問題に
ついても同様に成り立つ．

例 2.5. 意思決定者が X の推定 X̂ を確率的決定関数
qX̂|Y を用いて，対数損失 ℓlog(x, q) = − log q(x) のも
とで行うとする7．このとき，ベイズリスクの最小値お
よびそれを与える確率的決定関数は以下のようになる：

min
q
X̂|Y

r(qX̂|Y ) = H(X | Y ), (13)

q∗
X̂|Y (x | y) = pX|Y (x | y), (14)

ここで，

H(X | Y ) := −
∑
y

pY (y)
∑
x

pX|Y (x | y) log pX|Y (x | y)

(15)

61l{x=x̂} :=

{
1, x ̸= x̂,

0, otherwise.
7これは決定関数 δ̃ : Y → ∆X を用いて，X の確率分

布を決定する問題と等価である．

は条件付きエントロピーを表す．

例 2.6 ([24, Lemma 1]). α > 0 とする．例 2.5 と同
様の設定のもとで，Liao らによって提案された次の
α-loss ℓα(x, qX̂|Y =y) [24, Def 3]8 のもとでの推定問題
を考える：

ℓα(x, q)

=




− log q(x), α = 1,

α
α−1

(
1− q(x)

α−1
α

)
, α ∈ (0, 1) ∪ (1,∞),

1− q(x), α = ∞.

(16)

このとき，ベイズリスクの最小値およびそれを与える
決定関数は以下のようになる：

min
q
X̂|Y

r(qX̂|Y )

=




H(X | Y ), α = 1,

α
α−1

(
1− ∥pX∥α

)
, α ∈ (0, 1) ∪ (1,∞),

1−
∑

y pY (y)maxx pX|Y (x | y), α = ∞,

(17)

q∗
X̂|Y (x | y)

=




pX|Y (x|y)α∑
x pX|Y (x|y)α , α ∈ (0,∞),


1/ |MAX(y)| , x ∈ MAX(y),

0, otherwise,
α = ∞,

(18)

ここで，∥pX∥α :=
(∑

x pX(x)α
) 1

α ,

MAX(y) :=
{
x̃ ∈ X

∣∣ pX|Y (x̃ | y) = maxx pX|Y (x | y)
}

である．

例 2.7. A = X̂（X の点推定問題）あるいは A ∈ ∆X

（確率分布の推定問題，X の randomized decision rule

を用いた推定問題）におけるその他の代表的な損失関
数と効用関数および最適な決定関数を表 1に示す．こ
こで，MAX := {x̃ ∈ X : pX(x̃) = maxx pX(x)} であ

8α = 1 のときが対数損失に相当する．
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表 2. 情報理論における代表的な相互情報量および情報漏えい尺度

Name Definition 1) 2) 3′)

Shannon MI [37] I(X;Y ) := H(X)−H(X | Y ) � �[38, Thm 2.8.1] �[38, Eq (2.90)]

Arimoto MI of order α [39] IAα (X;Y ) := Hα(X)−HA
α (X | Y ) �[39, Thm 2]

�[24, Footnote 4],

[40, Cor 1]
�[39, Thm 2]

Arimoto MI of order ∞ [24] IA∞(X;Y ) := log
∑

y maxx pX,Y (x,y)

maxx pX(x) � �[40, Cor 1] �[41, Sec 6.6]

Sibson MI of order α [13] ISα(X;Y ) := minqY Dα(pX,Y ||pXqY ) � �[42, Eq (55)] �

Sibson MI of order ∞ [24] IS∞(X;Y ) := log
∑

y maxx pY |X(y | x) � � �

Augustin–Csiszár MI of order α [43], [15] ICα (X;Y ) := minqY EX

[
Dα(pY |X(· | X)||qY )

]
�

�

[15, Eq (22)]
�

Lapidoth–Pfister MI of order α [16], [17] ILPα (X;Y ) := minqX minqY Dα(pXpY |X ||qXqY ) �
�

[16, Lemma 2]

�

[16, Lemma 4]
•

f -information [44] If (X;Y ) := Df (pX,Y ||pXpY ) �
�

[45, Thm 7.9]

�

[46, Lem 4],

[45, Thm 7.3]

f -leakage [24] Lf (X → Y ) := minqY Df (pX,Y ||pXqY ) � � �

maximal leakage [19] LmaxL(X → Y ) := supU−X−Y log
maxq

Û|Y
EU,Y [qÛ|Y (U |Y )]

maxu q(u)

�

[19, Lem 1]

�

[19, Lem 1]

�

[19, Cor 2]

α-leakage [24] Lα(X → Y ) := α
α−1 log

maxq
X̂|Y

EX,Y

[
qX̂|Y (X|Y )

α−1
α

]

maxq EX

[
q(X)

α−1
α

] � � �

maximal α-leakage [24] Lmax
α (X → Y ) := supU−X−Y Lα(U → Y ) �

�

[24, Thm 3]
�

gPS(x, q) := 1
α−1

·
(

q(x)
∥q∥α

)α−1
, gα(x, q) := α

α−1
·

q(x)
α−1
α については，その EVSI あるいは average

ratio gain は，表 2に示した information leakage と次
のような対応がある:

gainℓlog (X;Y ) = I(X;Y ), (35)

RgaingPS (X;Y ) = Rgaingα (X;Y ) =
α− 1

α
IAα (X;Y ).

(36)

さらに，gPower(x, q) :=
α

α−1
· q(x)α−1 − ∥q∥αα , α > 1

については，

RgaingPower (X;Y ) = (α− 1)
(
Hα(X)−HH

α (X | Y )
)

(37)

と表すことができる．ここで，

HH
α (X | Y ) :=

1

1− α
logEY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥α

α

]
(38)

は，次数 α の Hayashi 条件付きエントロピー [47,

Section II.A] を表す．

命題 3.5. 任意の ℓ(x, a), u(x, a)に対して，gain(·)(X;Y )

および Rgain(·)(X;Y ) は，定義 2.8 で導入した gen-

eralized information leakage measure の条件 1), 2), 3)

を満たす．

Proof. 1) 非負性については定義から自明に成り立ち，
2) DPI については，Américo らによる core-concavity

に関する結果 [48, Thm 2, Sec V.F] から従う．3)（独
立性 ⇒ zero leakage） については，L(X → Y ) の性
質 3) から従う．

一方，3′)（zero leakage ⇒ 独立性）が成り立つか
どうかは，仮定する確率分布 pX,Y および ℓ(x, a) や
u(x, a) に依存する．実際，次が成り立つ．

命題 3.6 ([33, Prop 2]). A = X̂, ℓsq(x, x̂) := (x− x̂)2

とする．このとき，gainℓsq (X;Y ) = V(X)−EY [V(X | Y )]

および Rgainℓsq (X;Y ) = log
V(X)

EY [V(X|Y )]
は一般には

3′)（zero leakage ⇒ 独立性）を満たさない．

Proof. gainℓsq (X;Y ) についてのみ示す．
全分散の公式9 より，

gainℓsq (X;Y ) = 0 (39)

⇐⇒ V (EY [X | Y ]) = 0 (40)

⇐⇒ EY

[
(EX [X | Y ]− EX [X])2

]
= 0 (41)

⇐⇒ EX [X | Y ] = EX [X] a.s. (42)

9V(X) = EY [V(X | Y )] + V (EX [X | Y ]).
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表 1. X の推定問題におけるさまざまな損失関数と効用関数

ℓ(x, a),

g(x, a)

argmina EX [ℓ(X, a)]

= argmaxa EX [g(X, a)]

mina EX [ℓ(X, a)],

maxa EX [g(X, a)]

argminδ EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))]

= argmaxδ EX,Y [g(X, δ(Y ))]

minδ EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))],

maxδ EX,Y [g(X, δ(Y ))]

1l{x=x̂} (0-1-loss),

1− 1l{x=x̂}
argmaxx pX(x)

1−maxx pX(x),

maxx pX(x)

argmaxx pX|Y (x | y)
(MAP estimation)

1− EY

[
maxx pX|Y (x | Y )

]
,

EY

[
maxx pX|Y (x | Y )

]

(x− x̂)2 (squared-loss),

−(x− x̂)2
EX [X]

V(X),

−V(X)
EX [X | Y = y]

EY [V(X | Y )],

−EY [V(X | Y )]

− log q(x) (log-loss),

log q(x) (log-score)
pX

H(X),

−H(X)
pX|Y=y

H(X | Y ),

−H(X | Y )

1
α−1

(
1−

(
q(x)
∥q∥α

)α−1
)
,

1
α−1 ·

(
q(x)
∥q∥α

)α−1

(pseudo-spherical score)

pX

1
α−1 (1− ∥pX∥α)

(Harvda–Tsallis entropy),
1

α−1 · ∥pX∥α

pX|Y=y

1
α−1

(
1− EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥
α

])
,

1
α−1 · EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥
α

]

α
α−1

(
1− q(x)α−1

)
+ ∥q∥αα,

α
α−1 · q(x)α−1 − ∥q∥αα

(power score, Tsallis score)

pX
1

α−1 (1− ∥pX∥αα),
1

α−1 · ∥pX∥αα
pX|Y=y

1
α−1

(
1− EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥α
α

])
,

1
α−1 · EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥α
α

]

α
α−1

(
1− q(x)

α−1
α

)
(α-loss),

α
α−1 · q(x)α−1

α

pXα

α
α−1 (1− ∥pX∥α),

α
α−1 · ∥pX∥α

pXα|Y=y

α
α−1

(
1− EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥
α

])
,

α
α−1 · EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥
α

]

1− q(x) (∞-loss, soft 0-1 loss),

q(x)




1/ |MAX| , x ∈ MAX,

0, otherwise

1−maxx pX(x),

maxx pX(x)




1/ |MAX(y)| , x ∈ MAX(y),

0, otherwise

1− EY

[
maxx pX|Y (x | Y )

]
,

EY

[
maxx pX|Y (x | Y )

]

3.1 EVSI と average ratio gain

本節では，意思決定に用いるサンプル Y が持つ情報の
価値の定量化として，EVSI および average ratio gain

を定義する．これらはそれぞれ，サンプルを使わずに
最適な意思決定を行うときと比べたときに，サンプル
Y を用いて最適な意思決定を行うことがベイズリスク
（resp. 期待効用）の意味でどのくらい有用であるのか
をそれらの差 (difference) および比 (ratio) で定量化
したものである．

定義 3.1 (EVSI, average gain, [6, Section 4.5.2]). ℓ(x, a)

を損失関数，g(x, a) を効用関数とする．このとき，以
下で定義される量 gain(·)(X;Y ) を Expected value of

sample information (EVSI)あるいは average gain と
呼ぶ：

gainℓ(X;Y ) := min
a

E [ℓ(X, a)]−min
δ

EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))]

(27)

= min
a

EX [ℓ(X, a)]− EY

[
min
a

EX [ℓ(X, a) | Y ]
]
,

(28)

gaing(X;Y ) := max
δ

EX,Y [g(X, δ(Y ))]−max
a

E [g(X, a)]

(29)

= EY

[
max
a

EX [g(X, a) | Y ]
]
−max

a
EX [g(X, a)] .

(30)

定義 3.2 (average ratio gain, [33, Def 8]). ℓ(x, a) を
損失関数，g(x, a) を効用関数とする．このとき，以下
で定義される量 Rgain(·)(X;Y ) を average ratio gain

と呼ぶ：

Rgainℓ(X;Y ) := log
mina E [ℓ(X, a)]

minδ EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))]
(31)

= log
mina EX [ℓ(X, a)]

EY [mina EX [ℓ(X, a) | Y ]]
, (32)

Rgaing(X;Y ) := log
maxδ EX,Y [g(X, δ(Y ))]

maxa E [g(X, a)]
(33)

= log
EY [maxa EX [g(X, a) | Y ]]

maxa EX [g(X, a)]
. (34)

注意 3.3. 近年，情報セキュリティ分野において，Alvim

らによって additive leakage および g-leakage [27, 28,

29]が提案されているが，これらはそれぞれ gaing(X;Y )

および Rgaing(X;Y ) に相当する量である．

例 3.4. X の点推定問題（A = X̂）を考える．表 1

に示した ℓ(x, a), g(x, a) の内，ℓlog(x, q) := − log q(x),

6

湘南工科大学紀要　第 58 巻　第１号

－ 42 －



表 2. 情報理論における代表的な相互情報量および情報漏えい尺度

Name Definition 1) 2) 3′)

Shannon MI [37] I(X;Y ) := H(X)−H(X | Y ) � �[38, Thm 2.8.1] �[38, Eq (2.90)]

Arimoto MI of order α [39] IAα (X;Y ) := Hα(X)−HA
α (X | Y ) �[39, Thm 2]

�[24, Footnote 4],

[40, Cor 1]
�[39, Thm 2]

Arimoto MI of order ∞ [24] IA∞(X;Y ) := log
∑

y maxx pX,Y (x,y)

maxx pX(x) � �[40, Cor 1] �[41, Sec 6.6]

Sibson MI of order α [13] ISα(X;Y ) := minqY Dα(pX,Y ||pXqY ) � �[42, Eq (55)] �

Sibson MI of order ∞ [24] IS∞(X;Y ) := log
∑

y maxx pY |X(y | x) � � �

Augustin–Csiszár MI of order α [43], [15] ICα (X;Y ) := minqY EX

[
Dα(pY |X(· | X)||qY )

]
�

�

[15, Eq (22)]
�

Lapidoth–Pfister MI of order α [16], [17] ILPα (X;Y ) := minqX minqY Dα(pXpY |X ||qXqY ) �
�

[16, Lemma 2]

�

[16, Lemma 4]
•

f -information [44] If (X;Y ) := Df (pX,Y ||pXpY ) �
�

[45, Thm 7.9]

�

[46, Lem 4],

[45, Thm 7.3]

f -leakage [24] Lf (X → Y ) := minqY Df (pX,Y ||pXqY ) � � �

maximal leakage [19] LmaxL(X → Y ) := supU−X−Y log
maxq

Û|Y
EU,Y [qÛ|Y (U |Y )]

maxu q(u)

�

[19, Lem 1]

�

[19, Lem 1]

�

[19, Cor 2]

α-leakage [24] Lα(X → Y ) := α
α−1 log

maxq
X̂|Y

EX,Y

[
qX̂|Y (X|Y )

α−1
α

]

maxq EX

[
q(X)

α−1
α

] � � �

maximal α-leakage [24] Lmax
α (X → Y ) := supU−X−Y Lα(U → Y ) �

�

[24, Thm 3]
�

gPS(x, q) := 1
α−1

·
(

q(x)
∥q∥α

)α−1
, gα(x, q) := α

α−1
·

q(x)
α−1
α については，その EVSI あるいは average

ratio gain は，表 2に示した information leakage と次
のような対応がある:

gainℓlog (X;Y ) = I(X;Y ), (35)

RgaingPS (X;Y ) = Rgaingα (X;Y ) =
α− 1

α
IAα (X;Y ).

(36)

さらに，gPower(x, q) :=
α

α−1
· q(x)α−1 − ∥q∥αα , α > 1

については，

RgaingPower (X;Y ) = (α− 1)
(
Hα(X)−HH

α (X | Y )
)

(37)

と表すことができる．ここで，

HH
α (X | Y ) :=

1

1− α
logEY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥α

α

]
(38)

は，次数 α の Hayashi 条件付きエントロピー [47,

Section II.A] を表す．

命題 3.5. 任意の ℓ(x, a), u(x, a)に対して，gain(·)(X;Y )

および Rgain(·)(X;Y ) は，定義 2.8 で導入した gen-

eralized information leakage measure の条件 1), 2), 3)

を満たす．

Proof. 1) 非負性については定義から自明に成り立ち，
2) DPI については，Américo らによる core-concavity

に関する結果 [48, Thm 2, Sec V.F] から従う．3)（独
立性 ⇒ zero leakage） については，L(X → Y ) の性
質 3) から従う．

一方，3′)（zero leakage ⇒ 独立性）が成り立つか
どうかは，仮定する確率分布 pX,Y および ℓ(x, a) や
u(x, a) に依存する．実際，次が成り立つ．

命題 3.6 ([33, Prop 2]). A = X̂, ℓsq(x, x̂) := (x− x̂)2

とする．このとき，gainℓsq (X;Y ) = V(X)−EY [V(X | Y )]

および Rgainℓsq (X;Y ) = log
V(X)

EY [V(X|Y )]
は一般には

3′)（zero leakage ⇒ 独立性）を満たさない．

Proof. gainℓsq (X;Y ) についてのみ示す．
全分散の公式9 より，

gainℓsq (X;Y ) = 0 (39)

⇐⇒ V (EY [X | Y ]) = 0 (40)

⇐⇒ EY

[
(EX [X | Y ]− EX [X])2

]
= 0 (41)

⇐⇒ EX [X | Y ] = EX [X] a.s. (42)

9V(X) = EY [V(X | Y )] + V (EX [X | Y ]).
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表 1. X の推定問題におけるさまざまな損失関数と効用関数

ℓ(x, a),

g(x, a)

argmina EX [ℓ(X, a)]

= argmaxa EX [g(X, a)]

mina EX [ℓ(X, a)],

maxa EX [g(X, a)]

argminδ EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))]

= argmaxδ EX,Y [g(X, δ(Y ))]

minδ EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))],

maxδ EX,Y [g(X, δ(Y ))]

1l{x=x̂} (0-1-loss),

1− 1l{x=x̂}
argmaxx pX(x)

1−maxx pX(x),

maxx pX(x)

argmaxx pX|Y (x | y)
(MAP estimation)

1− EY

[
maxx pX|Y (x | Y )

]
,

EY

[
maxx pX|Y (x | Y )

]

(x− x̂)2 (squared-loss),

−(x− x̂)2
EX [X]

V(X),

−V(X)
EX [X | Y = y]

EY [V(X | Y )],

−EY [V(X | Y )]

− log q(x) (log-loss),

log q(x) (log-score)
pX

H(X),

−H(X)
pX|Y=y

H(X | Y ),

−H(X | Y )

1
α−1

(
1−

(
q(x)
∥q∥α

)α−1
)
,

1
α−1 ·

(
q(x)
∥q∥α

)α−1

(pseudo-spherical score)

pX

1
α−1 (1− ∥pX∥α)

(Harvda–Tsallis entropy),
1

α−1 · ∥pX∥α

pX|Y=y

1
α−1

(
1− EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥
α

])
,

1
α−1 · EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥
α

]

α
α−1

(
1− q(x)α−1

)
+ ∥q∥αα,

α
α−1 · q(x)α−1 − ∥q∥αα

(power score, Tsallis score)

pX
1

α−1 (1− ∥pX∥αα),
1

α−1 · ∥pX∥αα
pX|Y=y

1
α−1

(
1− EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥α
α

])
,

1
α−1 · EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥α
α

]

α
α−1

(
1− q(x)

α−1
α

)
(α-loss),

α
α−1 · q(x)α−1

α

pXα

α
α−1 (1− ∥pX∥α),

α
α−1 · ∥pX∥α

pXα|Y=y

α
α−1

(
1− EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥
α

])
,

α
α−1 · EY

[∥∥pX|Y (· | Y )
∥∥
α

]

1− q(x) (∞-loss, soft 0-1 loss),

q(x)




1/ |MAX| , x ∈ MAX,

0, otherwise

1−maxx pX(x),

maxx pX(x)




1/ |MAX(y)| , x ∈ MAX(y),

0, otherwise

1− EY

[
maxx pX|Y (x | Y )

]
,

EY

[
maxx pX|Y (x | Y )

]

3.1 EVSI と average ratio gain

本節では，意思決定に用いるサンプル Y が持つ情報の
価値の定量化として，EVSI および average ratio gain

を定義する．これらはそれぞれ，サンプルを使わずに
最適な意思決定を行うときと比べたときに，サンプル
Y を用いて最適な意思決定を行うことがベイズリスク
（resp. 期待効用）の意味でどのくらい有用であるのか
をそれらの差 (difference) および比 (ratio) で定量化
したものである．

定義 3.1 (EVSI, average gain, [6, Section 4.5.2]). ℓ(x, a)

を損失関数，g(x, a) を効用関数とする．このとき，以
下で定義される量 gain(·)(X;Y ) を Expected value of

sample information (EVSI)あるいは average gain と
呼ぶ：

gainℓ(X;Y ) := min
a

E [ℓ(X, a)]−min
δ

EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))]

(27)

= min
a

EX [ℓ(X, a)]− EY

[
min
a

EX [ℓ(X, a) | Y ]
]
,

(28)

gaing(X;Y ) := max
δ

EX,Y [g(X, δ(Y ))]−max
a

E [g(X, a)]

(29)

= EY

[
max
a

EX [g(X, a) | Y ]
]
−max

a
EX [g(X, a)] .

(30)

定義 3.2 (average ratio gain, [33, Def 8]). ℓ(x, a) を
損失関数，g(x, a) を効用関数とする．このとき，以下
で定義される量 Rgain(·)(X;Y ) を average ratio gain

と呼ぶ：

Rgainℓ(X;Y ) := log
mina E [ℓ(X, a)]

minδ EX,Y [ℓ(X, δ(Y ))]
(31)

= log
mina EX [ℓ(X, a)]

EY [mina EX [ℓ(X, a) | Y ]]
, (32)

Rgaing(X;Y ) := log
maxδ EX,Y [g(X, δ(Y ))]

maxa E [g(X, a)]
(33)

= log
EY [maxa EX [g(X, a) | Y ]]

maxa EX [g(X, a)]
. (34)

注意 3.3. 近年，情報セキュリティ分野において，Alvim

らによって additive leakage および g-leakage [27, 28,

29]が提案されているが，これらはそれぞれ gaing(X;Y )

および Rgaing(X;Y ) に相当する量である．

例 3.4. X の点推定問題（A = X̂）を考える．表 1

に示した ℓ(x, a), g(x, a) の内，ℓlog(x, q) := − log q(x),
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(p∗
X|A(1 | Ã), p∗

X|A(2 | Ã), . . . , p∗
X|A(m | Ã)) ∈ ∆X

を等号成立条件として示している．また，Raginskyは，
Y = A, Y = Ã の場合を等号成立条件として示してい
る．これらの結果は，（適当な仮定のもとで）定理 4.2

における等号成立条件の特別な場合として表現できる．
すなわち，次が成り立つ．

命題 4.5 ([32, Prop 4]). t(Ã) := Ã は X に関する十
分統計量である．さらに，{pA|X(· | x)}x∈X が共通の
台 (support) を持つとすると，t(Ã) :=

(pX|A(1|Ã), pX|A(2|Ã), . . . , pX|A(m | Ã)) は X に関
する十分統計量である．

Proof. See [33, Appendix C].

4.2 達成可能な上界の性質

以下では，定理 4.2における達成可能な上界の性質を
示す．特に，Vℓ

L(R) に限って示すが，同様の性質は他
の上界についても成立する．

命題 4.6 ([32, Prop 5]).

1. Vℓ
L(0) ≥ 0. 特に，L(X → Y ) が性質 3′)（zero

leakage ⇒ 独立性）をもつならば，Vℓ
L(0) = 0.

2. Vℓ
L(R) は R について単調増加.

3. pX を固定したときに L(X → Y ) = L(pX , pY |X)

が凸関数（resp. 準凸関数）ならば，Vℓ
L(R) は

凹関数（resp. 準凹関数）．

4. L1(X → Y ),L2(X → Y ) を generalized infor-

mation leakage measureとする．ある c > 0が
存在して，L1(X → Y ) ≤ cL2(X → Y )ならば，

Vℓ
L(2) (R) ≤ Vℓ

L(1) (cR), (51)

Vℓ
L(2) (R/c) ≤ Vℓ

L(1) (R). (52)

特に，c = 1 のとき，すなわち，L1(X → Y ) ≤
L2(X → Y ) ならば

Vℓ
L(2) (R) ≤ Vℓ

L(1) (R). (53)

Proof. 1. のみ示す．まず，定理 4.2の前半より，任意
の R ≥ 0 について 0 ≤ Vℓ

L(R;Y) ≤ Vℓ
L(R) であるこ

とがわかる．次に，L(X → Y ) のもつ性質 3)（独立
性 ⇒ zero leakage）より，

Vℓ
L(0) = min

a
EX [ℓ(X, a)]− inf

pA|X :

L(X→A)≤0

EX,A [ℓ(X,A)]

(54)

= min
a

EX [ℓ(X, a)]− EpXpA
X,A [ℓ(X,A)] (55)

(a)

≤ 0, (56)

ここで (a) は (min) ≤ (average) の不等式から従う．
ゆえに，Vℓ

L(0) = 0. 他の性質については，レート歪
み理論におけるレート歪み関数の性質と同様に示せる
(see, e.g.[49, Chapter 9], [33, Appendix D])

注意 4.7. 命題 4.6の性質 1は，性質 3′)（zero leakage

=⇒ 独立性）を持つ L(X → Y ) については，L(X →
Y ) = 0 である Y を意思決定に用いることの gain は
0 になることを意味し，また，この性質 3′) を持たな
い L(X → Y ) を用いて leakage を測る場合，L(X →
Y ) = 0 であっても，この Y を利用して意思決定者に
とっての gainが得られる可能性があることを意味する．
命題 4.6 の性質 4 は，より強い information leakage

制約を課すほど，意思決定における gain は減少する
ことを意味している．

例 4.8. Shannon 相互情報量 I(X;Y ) = I(pX , pY |X)

は pX を固定したときに pY |X について凸 (see, e.g.,

[38, Thm 2.7.4]) なので，value of Shannon’s infor-

mation Vℓ
I(R) は R について凹関数である．図 2 に

Vℓ
I(R) の概形を示す．

図 2: Value of Shannon’s information

9

最後の式は，mean independence と呼ばれ，一般には，
独立性よりも弱い条件である．

3.2 A Generalization of the Value of
Information

本節では，2.2 節で導入した generalized information

leakage measure と 3.1 節で導入した EVSI および
average ratio gain に基づき，サンプル Y のもつ X に
関する情報の価値を表す量として，Staratonovich の
VoI を一般化した量を定義する．

定義 3.7 (generalized VoI, [32, Def 6]). ℓ(x, a) を損
失関数，g(x, a) を効用関数とし，L(X → Y ) を gen-

eralized information leakage measure とする．このと
き，以下で定義される量を generalized value of infor-

mation (generalized VoI) と呼ぶ：

Vℓ
L(R;Y) := sup

pY |X :

L(X→Y )≤R

gainℓ(X;Y ) (43)

= min
a

EX [ℓ(X, a)]

− inf
pY |X :

L(X→Y )≤R

EY

[
min
a

EX [ℓ(X, a) | Y ]
]
, (44)

Vℓ,R
L (R;Y) := sup

pY |X :

L(X→Y )≤R

Rgainℓ(X;Y ) (45)

= logmin
a

EX [ℓ(X, a)]

− log inf
pY |X :

L(X→Y )≤R

EY

[
min
a

EX [ℓ(X, a) | Y ]
]
. (46)

Vg
L(R;Y) および Vg,R

L (R;Y) についても，同様に定義
する．

注意 3.8. Stratonovichは文献 [7, 8]において，L(X →
Y ) = I(X;Y ) の場合の VoI を定義している．

4 主結果と PUT 問題への応用

本節では，3.2節で定義した generalized VoI V
(·)
L (R;Y)

および V
(·),R
L (R;Y) の達成可能な上界に関する結果を

導出し，その PUT 問題としての解釈について述べる．

4.1 Generalized VoI の達成可能な上界

定義 4.1. ℓ(x, a) を損失関数とし，上界関数 Vℓ
L(R)

を以下で定める：

Vℓ
L(R) := min

a
EX [ℓ(X, a)]− inf

pA|X :

L(X→A)≤R

EX,A [ℓ(X,A)] , .

(47)

Vℓ,R
L (R),Vg

L(R),Vg,R
L (R)についても，同様に定義する．

定理 4.2 ([32, Thm 1]). 任意のアルファベット Y と
R ≥ 0 に対して，

Vℓ
L(R;Y) ≤ Vℓ

L(R). (48)

さらに，p∗
A|X = arginfpA|X : L(X→A)≤R EX,A [ℓ(X,A)]

として，Ã ∈ Aを p∗
A|X から誘導される確率分布 p∗A

10

に従う確率変数とする．また，t(Ã) を X に関する十
分統計量とし，その値域を t(A) とする．Y = t(A) の
とき，式 (48)の等号は，以下で定義される p∗

Y |X で達
成される：

p∗Y |X(y | x) :=
∑
a

p∗A|X(a | x)1l{y=t(a)}. (49)

Proof. See Appendix A.

注意 4.3. 定理 4.2 は，以下のように表現することが
できる：

sup
Y

Vℓ
L(R;Y) = Vℓ

L(R). (50)

また，Vℓ,R
L (R;Y),Vg

L(R;Y),Vg,R
L (R;Y) についても，

同様の結果が成り立つ．

注意 4.4. L(X → Y ) = I(X;Y )のとき，Stratonovich
はこの達成可能な上界 Vℓ

I(R) を Value of Shannon’s

Information と名付けた [11, Section 9.3]．

ここで，式 (48)の等号成立条件に関して，本研究で
得られた結果が従来の条件の拡張になっていることを
示す．いま X := {1, 2, . . . ,m} とおく．Stratonovich

のオリジナルの結果では，Y = ∆X として，Y :=

10p∗A(a) :=
∑

x pX(x)p∗
A|X(a | x).
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(p∗
X|A(1 | Ã), p∗

X|A(2 | Ã), . . . , p∗
X|A(m | Ã)) ∈ ∆X

を等号成立条件として示している．また，Raginskyは，
Y = A, Y = Ã の場合を等号成立条件として示してい
る．これらの結果は，（適当な仮定のもとで）定理 4.2

における等号成立条件の特別な場合として表現できる．
すなわち，次が成り立つ．

命題 4.5 ([32, Prop 4]). t(Ã) := Ã は X に関する十
分統計量である．さらに，{pA|X(· | x)}x∈X が共通の
台 (support) を持つとすると，t(Ã) :=

(pX|A(1|Ã), pX|A(2|Ã), . . . , pX|A(m | Ã)) は X に関
する十分統計量である．

Proof. See [33, Appendix C].

4.2 達成可能な上界の性質

以下では，定理 4.2における達成可能な上界の性質を
示す．特に，Vℓ

L(R) に限って示すが，同様の性質は他
の上界についても成立する．

命題 4.6 ([32, Prop 5]).

1. Vℓ
L(0) ≥ 0. 特に，L(X → Y ) が性質 3′)（zero

leakage ⇒ 独立性）をもつならば，Vℓ
L(0) = 0.

2. Vℓ
L(R) は R について単調増加.

3. pX を固定したときに L(X → Y ) = L(pX , pY |X)

が凸関数（resp. 準凸関数）ならば，Vℓ
L(R) は

凹関数（resp. 準凹関数）．

4. L1(X → Y ),L2(X → Y ) を generalized infor-

mation leakage measureとする．ある c > 0が
存在して，L1(X → Y ) ≤ cL2(X → Y )ならば，

Vℓ
L(2) (R) ≤ Vℓ

L(1) (cR), (51)

Vℓ
L(2) (R/c) ≤ Vℓ

L(1) (R). (52)

特に，c = 1 のとき，すなわち，L1(X → Y ) ≤
L2(X → Y ) ならば

Vℓ
L(2) (R) ≤ Vℓ

L(1) (R). (53)

Proof. 1. のみ示す．まず，定理 4.2の前半より，任意
の R ≥ 0 について 0 ≤ Vℓ

L(R;Y) ≤ Vℓ
L(R) であるこ

とがわかる．次に，L(X → Y ) のもつ性質 3)（独立
性 ⇒ zero leakage）より，

Vℓ
L(0) = min

a
EX [ℓ(X, a)]− inf

pA|X :

L(X→A)≤0

EX,A [ℓ(X,A)]

(54)

= min
a

EX [ℓ(X, a)]− EpXpA
X,A [ℓ(X,A)] (55)

(a)

≤ 0, (56)

ここで (a) は (min) ≤ (average) の不等式から従う．
ゆえに，Vℓ

L(0) = 0. 他の性質については，レート歪
み理論におけるレート歪み関数の性質と同様に示せる
(see, e.g.[49, Chapter 9], [33, Appendix D])

注意 4.7. 命題 4.6の性質 1は，性質 3′)（zero leakage

=⇒ 独立性）を持つ L(X → Y ) については，L(X →
Y ) = 0 である Y を意思決定に用いることの gain は
0 になることを意味し，また，この性質 3′) を持たな
い L(X → Y ) を用いて leakage を測る場合，L(X →
Y ) = 0 であっても，この Y を利用して意思決定者に
とっての gainが得られる可能性があることを意味する．
命題 4.6 の性質 4 は，より強い information leakage

制約を課すほど，意思決定における gain は減少する
ことを意味している．

例 4.8. Shannon 相互情報量 I(X;Y ) = I(pX , pY |X)

は pX を固定したときに pY |X について凸 (see, e.g.,

[38, Thm 2.7.4]) なので，value of Shannon’s infor-

mation Vℓ
I(R) は R について凹関数である．図 2 に

Vℓ
I(R) の概形を示す．

図 2: Value of Shannon’s information
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最後の式は，mean independence と呼ばれ，一般には，
独立性よりも弱い条件である．

3.2 A Generalization of the Value of
Information

本節では，2.2 節で導入した generalized information

leakage measure と 3.1 節で導入した EVSI および
average ratio gain に基づき，サンプル Y のもつ X に
関する情報の価値を表す量として，Staratonovich の
VoI を一般化した量を定義する．

定義 3.7 (generalized VoI, [32, Def 6]). ℓ(x, a) を損
失関数，g(x, a) を効用関数とし，L(X → Y ) を gen-

eralized information leakage measure とする．このと
き，以下で定義される量を generalized value of infor-

mation (generalized VoI) と呼ぶ：

Vℓ
L(R;Y) := sup

pY |X :

L(X→Y )≤R

gainℓ(X;Y ) (43)

= min
a

EX [ℓ(X, a)]

− inf
pY |X :

L(X→Y )≤R

EY

[
min
a

EX [ℓ(X, a) | Y ]
]
, (44)

Vℓ,R
L (R;Y) := sup

pY |X :

L(X→Y )≤R

Rgainℓ(X;Y ) (45)

= logmin
a

EX [ℓ(X, a)]

− log inf
pY |X :

L(X→Y )≤R

EY

[
min
a

EX [ℓ(X, a) | Y ]
]
. (46)

Vg
L(R;Y) および Vg,R

L (R;Y) についても，同様に定義
する．

注意 3.8. Stratonovichは文献 [7, 8]において，L(X →
Y ) = I(X;Y ) の場合の VoI を定義している．

4 主結果と PUT 問題への応用

本節では，3.2節で定義した generalized VoI V
(·)
L (R;Y)

および V
(·),R
L (R;Y) の達成可能な上界に関する結果を

導出し，その PUT 問題としての解釈について述べる．

4.1 Generalized VoI の達成可能な上界

定義 4.1. ℓ(x, a) を損失関数とし，上界関数 Vℓ
L(R)

を以下で定める：

Vℓ
L(R) := min

a
EX [ℓ(X, a)]− inf

pA|X :

L(X→A)≤R

EX,A [ℓ(X,A)] , .

(47)

Vℓ,R
L (R),Vg

L(R),Vg,R
L (R)についても，同様に定義する．

定理 4.2 ([32, Thm 1]). 任意のアルファベット Y と
R ≥ 0 に対して，

Vℓ
L(R;Y) ≤ Vℓ

L(R). (48)

さらに，p∗
A|X = arginfpA|X : L(X→A)≤R EX,A [ℓ(X,A)]

として，Ã ∈ Aを p∗
A|X から誘導される確率分布 p∗A

10

に従う確率変数とする．また，t(Ã) を X に関する十
分統計量とし，その値域を t(A) とする．Y = t(A) の
とき，式 (48)の等号は，以下で定義される p∗

Y |X で達
成される：

p∗Y |X(y | x) :=
∑
a

p∗A|X(a | x)1l{y=t(a)}. (49)

Proof. See Appendix A.

注意 4.3. 定理 4.2 は，以下のように表現することが
できる：

sup
Y

Vℓ
L(R;Y) = Vℓ

L(R). (50)

また，Vℓ,R
L (R;Y),Vg

L(R;Y),Vg,R
L (R;Y) についても，

同様の結果が成り立つ．

注意 4.4. L(X → Y ) = I(X;Y )のとき，Stratonovich
はこの達成可能な上界 Vℓ

I(R) を Value of Shannon’s

Information と名付けた [11, Section 9.3]．

ここで，式 (48)の等号成立条件に関して，本研究で
得られた結果が従来の条件の拡張になっていることを
示す．いま X := {1, 2, . . . ,m} とおく．Stratonovich

のオリジナルの結果では，Y = ∆X として，Y :=
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∑
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4.3 PUT 問題への応用

本節では，情報の価値理論を PUT 問題へ応用するこ
とを考える．具体的には，定理 4.2で得られた結果の
PUT 問題における解釈について説明する．
いま，データ X = x の保有者 (Alice)，公開データ

Y の正規の利用者 (Bob) および公開データ Y から個
人情報に関する情報を得ようとする攻撃者 (Eve) を想
定する．Alice は，privacy mechanism（通信路）pY |X

を用いて，Eve に対するプライバシ情報の漏えいを保
護しつつ，Bob にとっての有用性を高めるような変換
を X に施し，データ Y をパブリックに公開すること
を考える．このとき，プライバシ保護尺度は，Alice が
任意に選ぶ generalized information leakage measure

L(X → Y ) で測るものとする．Bob の公開データ Y

に対する利用目的は，決定関数 δ : Y → A, A := δ(Y )

および損失関数 ℓ(x, a)（あるいは効用関数 g(x, a)）で
モデル化されるものとし，Bob はベイズリスク（resp.

ベイズ期待効用）の意味で最適な決定関数を用いた決定
を行うと仮定する．さらに，Alice は Bob の公開デー
タ Y の利用目的（すなわち，δ と ℓ(x, a)）を事前に
知っていると仮定する．
以上の想定のもとで，定理 4.2は次のことを述べて

いる：
Alice がプライバシ制約 L(X → Y ) ≤ R のもとで，

Bob にとっての有用性 gainℓ(X;Y ) を最大化するため
には，以下のステップで Y を公開すれば良い：

1. まず，次の最適化問題を解くことにより，p∗
A|X

を求める：

p∗A|X = arginf
pA|X : L(X→A)≤R

EX,A [ℓ(X,A)] .

(57)

2. Ã ∼ p∗
A|X=x

を生成する

3. X の十分統計量 Y := t(Ã) を公開する

注意 4.9. 式 (57)の最適化問題は，レート歪み理論に
おける歪みレート関数の計算問題に相当しているとみ
なせる．したがって，特に，L(X → Y ) = I(X;Y ) の
ときには，Arimoto–Blahut アルゴリズム [14],[50] が
適用できる [34]．

5 おわりに

本論文では，一般化された情報漏えい尺度に対する
情報の価値理論に関する，著者によるこれまでの研究を
概説した．一般理論の構築にあたっては，これまでに提
案されているすべての相互情報量に共通する性質（非負
性，DPI，独立性 ⇒ zero leakage）を持つ generalized

information leakage measure を導入し，従来の EVSI

に加えて，average ratio gain を導入し，既存の相互情
報量との関係を示した．さらに，Stratonovich [8, 11]

の解析手法を基にして，一般的な情報量に対する情報
の価値に対する上界 Vℓ

L(R) およびその達成可能条件
を示した．さらに，この結果をプライバシ情報公開問
題におけるプライバシ・ユーティリティ・トーレード
オフ問題として考えた場合の解釈について述べた．
今後の研究としては，次の課題が挙げられる：

1. L(X → Y ) = I(X;Y )以外の information leak-

age measure を考えた場合の Vℓ
L(R) を達成す

る p∗
A|X を求めるアルゴリズムの構築

2. EVSI および average ratio gain と既存の相互
情報量との対応を利用した，通信路容量の計算
アルゴリズムの提案

3. 情報の価値理論の他分野への適用

この内，1. については，L(X → Y ) = IAα (X;Y ),

ISα(X;Y ), ICα (X;Y ) の場合に Arimoto–Blahut アル
ゴリズムの適用を試みた場合の考察が [34] で述べられ
ている．2. については，例 3.4で示した対応を利用し
た Arimoto Capacity CA

α := maxpX IAα (X;Y ) および
Sibson Capacity CS

α := maxpX ISα(X;Y ) を計算する
新たなアルゴリズムに関する結果がすでに得られてい
る [51],[52]．

参考文献

[1] C. E. Shannon, “A mathematical theory of com-

munication,” vol. 27, no. 3, pp. 379–423, Jul.

1948.

[2] A. Wald, “Statistical Decision Functions,” The

Annals of Mathematical Statistics, vol. 20, no. 2,

pp. 165 – 205, 1949.

10

湘南工科大学紀要　第 58 巻　第１号

－ 46 －



[3] J. von Neumann and O. Morgenstern, Theory

of games and economic behavior. Princeton

University Press, 1947.

[4] L. Savage, The Foundations of Statistics. New

York: Wiley, 1954.

[5] R. A. Howard, “Information value theory,”

IEEE Transactions on Systems Science and

Cybernetics, vol. 2, no. 1, pp. 22–26, 1966.

[6] H. Raiffa and R. Schlaifer, Applied Statistical

Decision Theory, ser. Harvard Business School

Publications. Division of Research, Graduate

School of Business Adminitration, Harvard

University, 1961.

[7] R. Stratonovich, “On value of information,”

Izvestiya of USSR Academy of Sciences,

Technical Cybernetics, vol. 5, pp. 3–12, 1965.

[8] ——, ТеориЯИнформации. Мо
сква Советское Радио, 1975.

[9] M. Gavurin, “On the value of information,”

Yestnik Leningrad University Series, 4, 27-34;

translation (1968), Selected Translations in

Mathematical Statistics and Probability, vol. 7,

pp. 193–202, 1963.

[10] A. Perez, “Risk estimates in term of generalized

f -entropies,” in Proc. Colloquium on Informa-

tion Theory (Debrecen, 1967), vol. I, no. II.

János Bolyai Math. Soc., Budapest, 1968, pp.

299–315.

[11] R. Stratonovich, R. Belavkin, P. Pardalos,

and J. Principe, Theory of Information and

its Value. Springer International Publishing,

2020.

[12] F. Kanaya and K. Nakagawa, “On the

practical implication of mutual information for

statistical decisionmaking,” IEEE Transactions

on Information Theory, vol. 37, no. 4, pp.

1151–1156, July 1991.

[13] R. Sibson, “Information radius,” Zeitschrift

für Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte

Gebiete, vol. 14, pp. 149–160, 1969.

[14] S. Arimoto, “An algorithm for computing

the capacity of arbitrary discrete memoryless

channels,” IEEE Transactions on Information

Theory, vol. 18, no. 1, pp. 14–20, 1972.

[15] I. Csiszár, “Generalized cutoff rates and renyi’s

information measures,” IEEE Transactions on

Information Theory, vol. 41, no. 1, pp. 26–34,

1995.

[16] A. Lapidoth and C. Pfister, “Two measures of

dependence,” Entropy, vol. 21, no. 8, 2019. [On-

line]. Available: https://www.mdpi.com/1099-

4300/21/8/778

[17] M. Tomamichel and M. Hayashi, “Operational
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高等学校旧課程 「文系」コースにおける数学 B の設置形態 
高校でのベクトルの学習 

 
市山 雅美* 

 
 The former installation systems of Mathematics B(Sugaku  B) for social science and humanities 

course (Bunkei) students in the curriculum in high schools 
: learning vector in the high schools 

Masami ICHIYAMA 

AAbbssttrraacctt::  
 Mathematics II and Mathematics A are compulsory in almost all high schools, but Mathematics B(Sugaku  B) 
often takes the form of compulsory electives for Bunkei students. There are various combinations of subjects 
about mathematics B, but in particular, it is often combined with “Art II”, Geography A and Classical Japanese A. 
Even Mathematics B takes ether form, it is correlated with the deviation value of high schools and the career 
path after graduation. The form of installation of Mathematics B may be related tracking. 
 The form of mathematics subjects that high schools will take their students also represents the “world” 
defined by Arendt. High school students participate in the “world” by selecting the subjects. It is the idea 
some peoples think that people develops their possibilities by “choice”. And compulsory electives in 
Mathematics B can also be a chance for development for students. 

 
KKeeyywwoorrddss  ::    high school, vector, Mathematics B(Suugaku  B), mathematics education, curriculum, art 

education, selection of subject(kamoku), Hannah Arendt 
 
要要旨旨::  
高校では、数学Ⅱや数学Aの多くが必修なのに対し、数学Bは、必修選択の形をとることが多い。必修選択

には様々な組み合わせがあるが、特に、「芸術Ⅱ」、地理A、古典Aと組み合わされることが多い。数学Bが、

必修、必修選択、「設置なし」のどの形態をとるかについては、高校の偏差値、卒業後の進路などと連関が

ある。 
高校が数学の科目に対しどのような設置形態を取るのかということは、高校生に数学に関して、アレント

のいうような「世界」を提示することでもある。高校生は科目選択という形で、その「世界」に参入する。

人は選択によって発達するという考え方もあり、数学Bの必修選択もまた、発達のきっかけともなりうる。 
 
キキーーワワーードド：：高校、ベクトル、数学B、数学教育、教育課程、芸術教育、科目選択、ハンナ・アレント 

 
 

１１．．ははじじめめにに  
 

現在、データサイエンスはすべての人々に必要な

技能となりつつある。その中で、多変数を扱うのに

有効な手段にベクトルがある。つまり、ベクトルは

文系であっても、データサイエンスを考える基礎と 
して必要な考え方といえるだろう。すでに 2019 年、

教育再生実行会議では、「技術の進展に応じた教育の

革新、新時代に対応した高等学校改革について」で

「データサイエンスや AI を理解する上で必要とな

る確率・統計、線形代数等の基盤となる「行列」等

の概念や考え方を高等学校段階で確実に学ぶことが

できるよう、効果的な指導方法等について検討を進

める」ことが提起されている1。ベクトルと行列が密

 
1 教育再生実行会議：2019：5 ページ。 

本論文とは方向性が異なるため引用はしなかった
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付録

A Proof of Theorem 4.2

Proof. 文献 [11, Chapter. 9.7] および [53] に倣って
示す．いま Uℓ

L(R;Y) および Uℓ
L(R) を，それぞれ式

(44) および (47) の第二項目とする．すなわち，以下
のように定義する：

Uℓ
L(R;Y) := inf

pY |X :

L(X→Y )≤R

EY

[
inf
a

EX [ℓ(X, a) | Y ]
]
,

(58)

Uℓ
L(R) := inf

pA|X :

L(X→A)≤R

EX,A [ℓ(X,A)] . (59)

（逆定理）：
Uℓ
L(R;Y) ≥ Uℓ

L(R) を示せば十分である．
p∗
Y |X およびベイズ決定関数 δBayes を以下で定める：

p∗Y |X := arginf
pY |X :

L(X→Y )≤R

Uℓ
L(R;Y), (60)

δBayes(y) := argmin
a

∑
x∈X

ℓ(x, a)p∗X|Y (x | y), (61)

ここで，p∗
X|Y (x | y) :=

pX (x)p∗Y |X (y|x)
pY (y)

. いま， X −
Y −A(:= δBayes(Y ))は任意の pA|X についてMarkov

連鎖をなすので，DPI の仮定 (23)から，

L(X → A) ≤ L(X → Y ) ≤ R (62)

ここで，p∗
A|X を以下で定めると，

p∗A|X(a | x) :=
∑
y∈Y

p∗Y |X(y | x)1l{a=δBayes(y)}. (63)

不等式 (62)より，以下を得る：

Uℓ
L(R) ≤

∑
x,a

pX(x)p∗A|X(a | x)ℓ(x, a) (64)

=
∑
x,y

pX(x)p∗Y |X(y | x)ℓ(x, δBayes(y)) = Uℓ
L(R;Y).

(65)

（順定理）：Y := t(A) とおく．Uℓ
L(R; t(A)) ≤ Uℓ

L(R)

を示せば十分である．p∗
A|X , p∗A および p∗

X|A を以下

で定める：

p∗A|X := arginf
pA|X :

L(X→A)≤R

EX,A [ℓ(X,A)] , (66)

p∗A(a) :=
∑
x

pX(x)p∗A|X(a | x), (67)

p∗X|A(x | a) :=
pX(x)p∗

A|X(a | x)

p∗A(a)
. (68)

また，Ãを p∗A に従う確率変数とすると，X−Ã−Y :=

t(Ã) は Markov 連鎖をなすので，DPI の仮定 (23)か
ら L(X → Y ) ≤ L(X → Ã) ≤ R が成り立つ．よっ
て，p∗

Y |X(y | x) :=
∑

a p∗
A|X(a | x)1l{y=t(a)} とする

と，以下が成り立つ：

Uℓ
L(R; t(A)) := inf

pY |X :

L(X→Y )≤R

EY

[
inf
a

EX [ℓ(X, a) | Y ]
]

(69)

≤ EY

[
inf
a

E
p∗X|Y
X [ℓ(X, a) | Y ]

]
, (70)

ここで，E
p∗Y |X
X [·]は p∗

X|Y (x|y) = pX(x)p∗
Y |X(y|x)/p∗Y (y)

により期待値を取ることを意味する．さらに，
infa E

p∗X|Y
X [ℓ(X, a) | Y = t(a′)]を上から評価すること

を考えると，以下を得る：

inf
a

E
p∗X|Y
X

[
ℓ(X, a)

∣∣ Y = t(a′)
]

(∗)
= inf

a
E
p∗X|A
X

[
ℓ(X, a)

∣∣ Ã = a′
]

(71)

≤ E
p∗X|A
X

[
ℓ(X, a′)

∣∣ Ã = a′
]
, (72)

ここで，(∗) は t(Ã) が十分統計量であることによる．
したがって，

EY

[
inf
a

E
p∗X|Y
X [ℓ(X, a)] | Y

]
= EÃ

[
inf
a

E
p∗X|A
X [ℓ(X, a)] | Ã

]

(73)

≤ E
p∗X|A
X,Ã

[
ℓ(X, Ã)

]
= inf

pA|X :

L(X→A)≤R

EX,A [ℓ(X,A)]

(74)

= Uℓ
L(R). (75)

ゆえに，式 (70)とあわせると，Uℓ
L(R; t(A)) ≤ Uℓ

L(R).
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