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Discrete-time nonlinear attitude control of spacecraft 
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Abstract: 
This paper considers discrete-time nonlinear control for attitude control problem of spacecraft. To this end, 

the Euler approximation system is first derived. Then, a discrete-time nonlinear attitude controller so that the 
closed-loop system of the Euler approximation system is asymptotically stabilized is designed. Finally, the 
effectiveness of proposed control method is verified by numerical simulations. 
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要旨: 

本論文では宇宙機の離散時間非線形姿勢制御問題について考える．はじめに，制御器設計のための宇宙機の離散

時間モデル(Euler近似モデル)を導出する．次に，Euler近似システムの閉ループ系が漸近安定となる離散時間非線

形姿勢制御器を設計する．最後に，数値シミュレーションにより提案手法の有効性を検証する． 
 
キーワード：宇宙機，姿勢制御，離散時間非線形制御 
 

 
１．はじめに 

 
近年の天文・地球観測衛星においては，近年の天

文観測・地球観測衛星においては，高速かつ大角度

姿勢変更を伴うミッションが考えられている．この

ような宇宙機の回転運動は非線形であることから，

非線形運動を考慮した姿勢制御系設計が必要となる．

宇宙機の非線形姿勢制御問題は古くから研究が行

われており，様々な制御手法が提案されている 1)-8)．

これらの研究は連続時間制御での枠組みであるが，

近年では電子機器の発展により制御器としてディ

ジタルコンピュータを用いるため，離散時間制御ま

たはサンプル値制御の枠組みでの議論が必要であ

る．非線形システムに対するサンプル値制御は，シ

ステムの離散化が困難であり制御系設計に関する

研究は進展していなかったが，近年では Euler 近似

モデルに基づいた手法が提案されており 9)-11)，船舶

の非線形サンプル値制御に応用されている 12), 13)．

宇宙機の非線形制御においても，バックステッピン

グによるサンプル値制御 14), 15)や筆者によりスライ

ディングモード制御に基づいた離散時間制御手法
16)を提案している．しかし，文献 16)では，制御系の

安定性は Euler 近似モデルに対してのみ保証してお

り，厳密な離散時間システムやサンプル値制御系と

しての安定性は保証していない．また，制御問題と

しては，状態変数すべてを零に漸近収束させるレギ

ュレータ問題のみを扱っており，零ではない一定の

目標値に追従するサーボ制御には対応できない．観

測衛星のミッションで考えられている短時間に姿勢

を変更するスイッチングマヌーバはサーボ制御問題

と考えられる． 
本稿では，高速かつ大角度姿勢変更を伴う宇宙機

の離散時間非線形姿勢制御手法の構築を目的とし，

文献 16）およびバックステッピングの考え方に基づ

いて，厳密な離散時間システムに対して安定性を保

証し，かつ一定の目標値に追従するサーボ制御手法

を提案する． 
 

2．非線形システムのサンプル値制御 
 
次の連続時間非線形システムを考える． 
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ሻݐሶሺݔ ൌ ݂൫ݔሺݐሻ, ,ሻ൯ݐሺݑ ሺ0ሻݔ ൌ ,଴ݔ ݂ሺ0ሻ ൌ 0									ሺ1ሻ 
 
ここで，ݔሺݐሻ ∈ R௡は状態，ݑሺݐሻ ∈ R௠は制御入力であ

る．式(1)はサンプラ（A/D 変換器）とゼロ次ホール

ダ（D/A 変換器）の間にあり，ݑሺݐሻは区分的に一定，

すなわち， 
 

ሻݐሺݑ ൌ ሺ݇ܶሻݑ ൌ: ,ሺ݇ሻݑ ݐ∀ ∈ ሾ݇ܶ, ሺ݇ ൅ 1ሻܶሿ, ݇ ∈ N 
 
で与えられると仮定する．ここで，ܶ ൐ 0はサンプリ

ング周期である．また，観測される状態は

ሻݐሺݔ ≔ ሺ݇ܶሻとなる．式(1)の厳密な離散時間モデルݔ

と Euler 近似モデルはそれぞれ次式となる． 
 

ሺ݇ݔ ൅ 1ሻ ൌ ሺ݇ሻݔ ൅ න ݂൫ݔሺݏሻ, ݏ݀	ሺ݇ሻ൯ݑ
ሺ௞ାଵሻ்

௞்
											 

 
ൌ:்ܨ

௘൫ݔሺ݇ሻ,  ሺ2ሻ																																				ሺ݇ሻ൯ݑ
 

ሺ݇ݔ ൅ 1ሻ ൌ ሺ݇ሻݔ ൅ ݂ܶ൫ݔሺ݇ሻ,  																												ሺ݇ሻ൯ݑ
 

ൌ:்ܨ
ா௨௟௘௥൫ݔሺ݇ሻ,  ሺ3ሻ																													ሺ݇ሻ൯ݑ

 
式(2)，(3)の安定性について，文献 9)-11)にて以下の

定理が示されている． 
 
定義 1（半大域的実用漸近安定） 次の離散時間非線

形システムを考える． 
 

ሺ݇ݔ ൅ 1ሻ ൌ ,ሺ݇ሻݔ൫்ܨ  ሺ4ሻ																												ሺ݇ሻሻ൯ݔሺ்ݑ
 
ここで，ݔሺ݇ሻ ∈ R௡は状態，்ݑሺݔሺ݇ሻሻ ∈ R௠はある制御

入力である．任意の正の実数の組ሺܦ, ，ሻに対しߥ

‖଴ݔ‖ ൑ のとき各ܶܦ ∈ ሺ0, ܶ∗ሻに関して式(4)の解が 
 

‖ሺ݇ሻݔ‖ ൑ ,‖଴ݔ‖ሺߚ ݇ܶሻ ൅ ,ߥ ∀݇ ∈ N																						ሺ5ሻ 
 
を満たすようなܶ∗ ൐ 0とクラスܮܭ関数ߚが存在する

ならば，式(4)は半大域的実用漸近安定（SPA 安定）

であるといい，制御入力்ݑሺݔሺ݇ሻሻはシステム(4)を
SPA 安定化するという． 
 
定義 2 ෠ܶ ൐ 0が与えられており，各ܶ ∈ ሺ0, ෠ܶሻに対し

て関数்ܸ : R௡ → Rと入力்ݑ: R௡ → R௠が定義されてい

るものとする．任意の正の実数の組ሺ∆, ，ሻに対しߜ

maxሼ‖ݔ‖, ሽ‖ݖ‖ ൑ ∆を満たす全てのݔ, とܶݖ ∈ ሺ0, ܶ∗ሻに
関して 
 

ሻ‖ݔ‖ଵሺߙ ൑ ்ܸ ሺݔሻ ൑  ሺ6ሻ																																	ሻ‖ݔ‖ଶሺߙ

 
்ܸ ቀ்ܨ൫ݔ, ሻ൯ቁݔሺ்ݑ െ ்ܸ ሺݔሻ ൑ െܶߙଷሺ‖ݔ‖ሻ ൅  ሺ7ሻ		ߜ

 
|்ܸ ሺݔሻ െ ்ܸ ሺݖሻ| ൑ ݔ‖ܮ െ  ሺ8ሻ																																			‖ݖ

 
‖ሻݔሺ்ݑ‖ ൑  ሺ9ሻ																																																														ܯ

 
を満たす正の実数の組ሺܶ∗, ∗ሺܶ	ሻܯ,ܮ ൑ ෠ܶሻとクラスܭஶ
関数ߙଵ, ,ଶߙ ,்ݑଷが存在するならば，組ሺߙ ்ܸ ሻは்ܨ（式

(4)）に対するSPA安定化の組という．さらに，ߜ ൌ 0の
とき，式(6)-(9)が全てのݔとܶ ∈ ሺ0, ܶ∗ሻに対して成り立

つならば，組ሺ்ݑ, ்ܸ ሻは்ܨに対する大域的漸近安定化

の組という． 
 
定理 1 組ሺ்ݑ, ்ܸ ሻは்ܨ

ா௨௟௘௥（式(3)）に対する SPA 安

定化の組であれば，்ݑは்ܨ
௘（式(2)）を SPA 安定化す

る 
 
定理 1 より，Euler 近似モデル்ܨ

ா௨௟௘௥に対する SPA
安定化または大域的漸近安定化の組ሺ்ݑ, ்ܸ ሻを見つけ

ることができれば，்ݑは厳密な離散時間モデル்ܨ
௘を

SPA 安定化する． 
 

 
3．宇宙機の運動方程式と離散時間モデル 
 
姿勢表現に修正ロドリゲスパラメータ(MRP)を用

いると，剛体宇宙機の回転に関する運動方程式は次

式で記述される 2)． 
 

ሻݐሶሺߪ ൌ  ሺ10ሻ																																															ሻݐሻ൯߱ሺݐሺߪ൫ܩ
 

ሶ߱ ሺݐሻ ൌ ሻݐሺ߱ܬሻൈݐଵሼെ߱ሺିܬ ൅  ሺ11ሻ																						ሻሽݐሺݑ
 
ここで， 
 

ሻ൯ݐሺߪ൫ܩ ൌ
1
2
ቊ
1 െ ሻ‖ଶݐሺߪ‖

2
ଷܫ ൅ ሻ்ݐሺߪሻݐሺߪ ൅  ሻൈቋݐሺߪ

 
であり，ߪሺݐሻ ∈ Rଷ [-] は MRP，߱ ሺݐሻ ∈ Rଷ [rad/s] は
角速度，ݑሺݐሻ ∈ Rଷ [Nm] は制御トルク，ܬ ∈ Rଷൈଷ 
[kgm2] は慣性テンソル，ܫଷは 3 次の単位行列，

ܽൈ ∈ Rଷൈଷはベクトルܽ ∈ Rଷから生成される歪対称行

列 
 

ܽൈ ൌ ൥
0 െܽଷ ܽଶ
ܽଷ 0 െܽଵ
െܽଶ ܽଵ 0

൩																																															 
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である．ここで，一定値の目標 MRP をߪௗ ∈ Rଷ [-] と
すると，相対姿勢を表す誤差 MRP ߪ௘ሺݐሻ ∈ Rଷ [-] は 
 

ሻݐ௘ሺߪ ൌ
ሺ1 െ ሻݐሺߪௗ‖ଶሻߪ‖ െ ሺ1 െ ௗߪሻ‖ଶሻݐሺߪ‖ ൅ ௗߪሻൈݐሺߪ2

1 ൅ ௗ‖ଶߪ‖ሻ‖ଶݐሺߪ‖ ൅ 2ሺߪௗሻ்ߪሺݐሻ
 

 
であり，ߪ௘ሺݐሻに関するキネマティクスは 
 

ሶߪ ௘ሺݐሻ ൌ  ሺ12ሻ																																											ሻݐሻ൯߱ሺݐሺ݁ߪ൫ܩ
 
と表される．式(12)，(10)の Euler 近似モデルは 
 

௘ሺ݇ߪ ൅ 1ሻ ൌ ௘ሺ݇ሻߪ ൅  ሺ13ሻ														ሺ݇ሻ൯߱ሺ݇ሻ݁ߪ൫ܩܶ
 
߱ሺ݇ ൅ 1ሻ ൌ ߱ሺ݇ሻ ൅ ሺ݇ሻ߱ܬଵሼെ߱ሺ݇ሻൈିܬܶ ൅  ሺ14ሻ	ሺ݇ሻሽݑ

 
となる 14)．なお，以降では，ݔሺ݇ሻをݔ௞と表記する． 

 
4．離散時間制御則の導出 

 
バックステッピングの考え方に基づいて Euler 近

似モデル(13)，(14)の平衡点ሺߪ௞
௘, ߱௞ሻ ൌ ሺ0,0ሻを漸近安

定化する制御則を導出する．次節以降の制御則の導

出において用いる補題について示す． 
 
補題 1 任意のߪ ∈ Rଷに対して次式が成り立つ 2)． 
 

ሻߪሺܩ்ߪ ൌ ,்ߪܽ ሻߪሺܩሻ்ߪሺܩ ൌ ܽଶܫଷ 	ቆܽ ൌ
1 ൅ ଶ‖ߪ‖

4
ቇ 

 
補題 2 2 次多項式ܽݔଶ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ൌ 0	ሺܽ, ܾ, ܿ ∈ Rሻが異

なる実数解ݔ ൌ ,ߚ ߚሺߛ ൏ ܽ，ሻを持つときߛ ൐ 0ならば，

ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ൏ 0となる解はߚ ൏ ݔ ൏ となるߛ 18)． 
 
4．1 仮想入力の設計 

 
式(14)の߱௞を仮想入力としߪ௞

௘ → 0	ሺ݇ → ∞ሻとなる

߱௞ ൌ ௞を求める．式(14)に対するߙ Lyapunov 関数の

候補を 
 

ଵܸሺ݇ሻ ൌ ௞ߪ‖
௘‖ଶ																																																									ሺ15ሻ 

 
とする．式(15)の差分∆ ଵܸሺ݇ሻ ൌ ଵܸሺ݇ ൅ 1ሻ െ ଵܸሺ݇ሻは，

補題 1 より， 
 

∆ ଵܸሺ݇ሻ ൌ ܾ௞
ଶ‖߱௞‖ଶ ൅ 2ܾ௞ሺߪ௞

௘ሻ்߱௞	ሺܾ௞ ൌ ܶܽ௞ሻ				 
 
となる．ここで， 
 

߱௞ ൌ ௞ߙ ൌ െ
2 ଵ݂

ܾ௞
௞ߪ
௘																																																ሺ16ሻ 

 
とすれば， 
 

∆ ଵܸሺ݇ሻ ൌ െ4 ଵ݂ሺ1 െ ଵ݂ሻ‖ߪ௞
௘‖ଶ																														ሺ17ሻ 

 
となる．ここで， ଵ݂ ∈ Rはフィードバックゲインであ

る．補題 2 より，∆ ଵܸሺ݇ሻ ൏ 0, ݇ߪ∀
݁ ് 0となる ଵ݂の範囲

は 
 

0 ൏ ଵ݂ ൏ 1																																																																		ሺ18ሻ 
 
となる．以上より，式(16)の ଵ݂が式(18)を満たせば

߱௞ → ሺ݇	௞ߙ → ∞ሻのときߪ௞
௘ → 0となる． 

 
4．2 制御則の導出 

 
߱௞ → ሺ݇	௞ߙ → ∞ሻとなるݑ௞を求める．ここでは，߱ ௞

とߙ௞の誤差を 
 

௞ݖ ≔ ߱௞ െ  ሺ19ሻ																																																											௞ߙ
 
と定義し，ݖ௞ → 0	ሺ݇ → ∞ሻとするݑ௞を求めることとす

る．式(19)より，ݖ௞に関するダイナミクスは 
 

௞ାଵݖ ൌ ߱௞ାଵ െ  																																																								௞ାଵߙ
 

ൌ ߱௞ ൅ ଵሼെ߱௞ିܬܶ
ൈ߱ܬ௞ ൅  																												௞ሽݑ

 

൅
2 ଵ݂

ܾ௞ାଵ
ሺߪ௞

௘ ൅ ௞ߪሺܩܶ
௘ሻ߱௞ሻ																	ሺ20ሻ 

 
式(14)，(20)に対する Lyapunov 関数の候補を 
 

ଶܸሺ݇ሻ ൌ ଵܸሺ݇ሻ ൅ ଶ݂ܾ௞‖ݖ௞‖ଶ																																		ሺ21ሻ 
 
とする．ここで，ݑ௞を 
 

௞ݑ ൌ ߱௞
ൈ߱ܬ௞ ൅

ܬ
ܶ
൤ߥ௞ െ ߱௞ െ

2 ଵ݂

ܾ௞ାଵ
ሺߪ௞

௘ ൅ ௞ߪሺܩܶ
௘ሻ߱௞ሻ൨ ሺ22ሻ 

 

௞ߥ ൌ
ܾ௞ݖ௞ െ ሺ1 െ 2 ଵ݂ሻߪ௞

ܾ௞ାଵඥ ଶ݂	
																																													 

 
とする．ここで， ଶ݂ ∈ Rはフィードバックゲインであ

る．式(21)の差分∆ ଶܸሺ݇ሻ ൌ ଶܸሺ݇ ൅ 1ሻ െ ଶܸሺ݇ሻは，補題

1 より， 
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Fig.1 Time response of attitude angle (3-2-1 Euler angle) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2 Time response of control torque 
 
 
 
∆ ଶܸሺ݇ሻ ൌ ሺ8 ଵ݂

ଶ െ 8 ଵ݂ ൅ 1ሻ‖ߪ௞
௘‖ଶ െ ܾ௞

ଶሺ ଶ݂ െ 2ሻ‖ݖ௞‖ଶ	ሺ23ሻ 
 
となる．補題 2 より，∆ ଶܸሺ݇ሻ ൏ 0, ݇ߪ∀

݁ ് 0, ߱௞ ് 0と
なる ଵ݂, ଶ݂の範囲は 
 

2 െ √2
4

൏ ଵ݂ ൏
2 ൅ √2
4

																																										ሺ24ሻ 

 
2 ൏ ଶ݂																																																																									ሺ25ሻ 

 
となる．以上より，式(22)の ଵ݂, ଶ݂が式(24)，(25)を満

たせばሺߪ௞
௘, ௞ሻݖ → ሺ0,0ሻ	ሺ݇ → ∞ሻ，すなわち，

ሺߪ௞
௘, ߱௞ሻ → ሺ0,0ሻ	ሺ݇ → ∞ሻとなる．以上をまとめると次

の定理を得る． 
 
定理 2 Euler 近似モデル(13)，(14)に制御入力(22)
を施した閉ループ系において， ଵ݂, ଶ݂が式(24)，(25)を
満たせばሺߪ௞, ߱௞ሻ → ሺߪௗ, 0ሻ	ሺ݇ → ∞ሻとなる． 
 
また，Lyapunov 関数 ଶܸሺ݇ሻ（式(21)）と制御入力ݑ௞（式

(22)）は明らかに定義2の式(6)-(9)を満たすことから，

組ሺݑ௞, ଶܸሺ݇ሻሻは Euler 近似モデル(13)，(14)に対する

SPA 安定化の組となる．したがって，次の定理を得

る． 
 
定理 3 制御入力(22)は式(10)，(11)の厳密な離散時

間モデルを SPA 安定化する． 
 

5．数値シミュレーション 
 

慣性テンソルܬ，初期値ߪ଴,߱଴，および目標姿勢ߪௗを 
 

ܬ ൌ diagሼ7050,2390,6130ሽ																																								 
 

଴ߪ ൌ ሾ0	0	0.268ሿ், ߱଴ ൌ ሾ0	0	0ሿ்																																 
 

ௗߪ ൌ ቐ
ሾ0	0	0ሿ், 0 ൑ ݐ ൑ 30

ሾ0	0	0.268ሿ், 0 ൑ ݐ ൑ 30
																										 

 
଴はߪ） 3-2-1Euler 角で表現するとሾ߶଴	ߠ଴	߰଴ሿ் ൌ
ሾ60	0	0ሿ் [deg] である），フィードバックゲイン ଵ݂, ଶ݂

を 
 

ଵ݂ ൌ 0.5, ଶ݂ ൌ 3.0																																																													 
 
サンプリング時間ܶを 
 

Case1: ܶ ൌ 1		Case2: ܶ ൌ 0.8		Case3: ܶ ൌ 0.6										 
 
としたときのシミュレーション結果を Figs.1～2 に

示す．Fig.1 はߪሺݐሻを 3-2-1Euler 角で表したときの姿

勢の時間応答，Fig.1 は制御トルクの時間応答である．
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ただし，シミュレーションはロール角߶ሺݐሻのスイッ

チングマヌーバであること，ピッチ角ߠሺݐሻとヨー角

߰ሺݐሻは初期値と目標値が零であり変化がほとんどな

いことから，Fig.1 は߶ሺݐሻのみ，Fig.2 はロール軸ま

わりのトルク߬ଷሺݐሻ（機体座標系での表示のため߬ሺݐሻの
3 つ目の要素となる）のみ記載した． ଵ݂, ଶ݂が式(24)，
(25)を満たしているので，いずれのサンプリング時間

でも目標値に追従していることがわかる．また，Case1
のようにサンプリング時間が大きい場合，厳密な離

散時間モデルと Euler 近似モデルの誤差が大きくな

るため，Euler 近似モデルに対してのみ安定性を保証

する制御器では制御系が不安定になることもある．

しかし，提案手法では厳密な離散時間システムに対

しても SPA 安定となることを保証しているので，サ

ンプリング時間が大きい場合でも制御系が不安定に

なることはない．ただし，制御則(22)のሺܬ/ܶሻの項に

より，サンプリング時間が小さくなると制御入力が

大きくなることもわかる．これは実際には起こりえ

ない現象であるため制御則の改善が必要である． 
 

6．おわりに 
 
本稿では，高速かつ大角度姿勢変更を伴う宇宙機

の離散時間非線形姿勢制御問題に対して，バックス

テッピングの考え方に基づいた目標値追従制御手法

を提案し，数値シミュレーションにより有効性を検

証した．今後の課題としては，制御入力の大きさが

サンプリング周期に依存しない手法への拡張，サン

プル値制御系としての安定性の保証が挙げられる． 
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11) D. Nesුić and A. R. Teel : Stabilization of 
sampled-data nonlinear system via backstepping 
on their Euler approximate model, Automatica,  
42-10, 1801/1808 (2006) 
 
12) 片山：出力フィードバックによる船舶の非線形

サンプル値安定化，第 8 回制御部門大会，CD-ROM 
(2008) 
 
13) 片山：出力フィードバックによる劣駆動船舶の

サンプル値直線軌道追従制御，第13回制御部門大会，

CD-ROM (2012) 
 
14) 片山，長塩，木田：宇宙機の非線形サンプル値

制御，第 24 回誘導制御シンポジウム，97/100 (2007). 
 
15) 西村，長塩，木田：プラクティカル安定性に基



湘南工科大学紀要 第 51 巻 第１号 

－ 24 － 

づく宇宙機の離散トラッキング制御，第 53 回自動制

御連合講演会，895/900 (2010) 
 
16) 池田：スライディングモード制御による宇宙機

の非線形サンプル値制御，第 27 回誘導制御シンポジ

ウム，97/100 (2010) 
 
17) 狼，富田，中須賀，松永：宇宙ステーション入

門，161，東京大学出版 (2002) 
 
18) 古屋ほか：新版 基礎の数学，58，大日本図書 
(1992) 
 
 


	17010135-0_011-017
	17010135-0_019-024
	17010135-0_025-037
	17010135-0_039-046
	17010135-0_047-056
	17010135-0_057-061_PDFMaker
	17010135-0_063-070
	17010135-0_071-081
	17010135-0_093-099
	17010135-0_101-104_PDFMaker
	17010135-0_105-114
	17010135-0_115-130
	17010135-0_131-146_14_PDFMaker
	空白ページ
	空白ページ
	空白ページ
	空白ページ



