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論文内容の要旨

近年,情報技術の急速な発達に伴い,様々なデータの取得および蓄積が可能となった. 従っ
て,蓄積されるデータの複雑 (非線形)性とその量は日々増加しつつある. これに伴い,大規模
な強非線形データの高精度かつ高速な処理を可能とする技術の必要性も高まっている. この
処理を可能とする技術の一つとしてニューラルネットワーク (NN)が注目されている. NNで
は学習アルゴリズムは重要であり,その多くは 1次近似勾配手法 (1次手法)と 2次近似勾配
手法 (2次手法)に分類することができる. 一般的に, NNの学習には 1次手法が用いられ,様々
な応用および改良研究が行われている. その一つとして,慣性項の導入により学習速度を大
幅に高速化した研究が挙げられる. しかし, 1次手法では強非線形性を内包する学習データの
高精度な学習に対して,現実的な時間での処理が困難であった. このため,強非線形データの
学習には学習率に目的関数の曲率情報であるヘッセ行列を利用した 2次手法が用いられ,そ
の中でも準ニュートン法 (QN)が最も有効とされている. 本研究では, 1次手法に対する慣性
項の効果を 2次手法においても同様に得られることを期待し, 2次手法における慣性項の影
響を調査する. さらに,慣性項を用いた 2次手法の問題点に対して解決策を提案する. 具体的
には,慣性項を用いた 2次手法の新たなアルゴリズムとして 4つの手法を提案する. 1つ目の
提案手法として,慣性項を用いることで QNを高速化したネステロフの加速準ニュートン法
(NAQ)のハイパーパラメータ問題に着目し,適応的慣性係数を導入することで問題を解決し
た適応的NAQ(AdaNAQ)を提案する. 提案手法はハイパーパラメータ問題を解決すると共に,

収束の安定性と初期値に対する学習のロバスト性を向上させた. 2つ目の提案手法として,慣
性項の影響により増加した NAQの 1反復における計算時間に着目し, その問題を克服した
新たな準ニュートン法に基づく学習アルゴリズムとして慣性付準ニュートン法 (MoQ)を提
案する. NAQでは 2つの勾配,通常勾配とネステロフの加速勾配の計算が各反復において必
要であった. MoQは誤差関数を 2次関数と見なし,ネステロフの加速勾配を通常勾配の重み
付の線形和として近似した. 提案手法はNAQの学習性能を維持しながら,高速化に成功した.

3つ目の提案手法として, NAQとMoQの計算コストに着目し,計算コストを削減した手法と
して記憶制限 NAQ(LNAQ)と記憶制限MoQ(LMoQ)を提案する. LNAQと LMoQは任意の
記憶量によりヘッセ行列の計算コストを削減することができる. 提案手法は, 従来手法の記
憶制限QN(LQN)を高速化し, NAQとMoQの計算コストを削減した. 4つ目の提案手法とし
て, NAQとMoQのさらなる計算コストの削減を目指し, メモリレス NAQ(MLNAQ)とメモ
リレスMoQ(MLMoQ)を提案する. 提案手法は,ヘッセ行列をベクトルの内積だけで更新す
るため,その計算コストは 1次手法とほぼ同様である. さらに, MLNAQおよびMLMoQは従
来手法のメモリレス QN(MLQN)を高速化することに成功した. 全ての提案手法の有効性は
計算機実験により示した.
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1 序論

1 序論

本研究では,強非線形データのニューラルネットワークによる学習を高速かつ高精度に可
能とする新たなアルゴリズムとして慣性項を用いた 2次近似勾配法を提案する. 本章では,

本研究の背景と目的について詳細に述べる.

1.1 研究の背景

近年,情報通信技術の発達により,様々な機器の IoT化が進み,多様かつ膨大なデータの取
得および蓄積が可能になった. これまで全く無関係であると考えられていた蓄積されたあら
ゆるデータを同時に扱うことで新たな知見を得ることが様々な研究で示されてきた. さら
に,取得されるデータの量とその複雑 (非線形)な関係性は日々増加し続けている. これに伴
い,より複雑な関係性 (強非線形性)を内包する大規模データの高精度かつ高速な処理を可能
とする技術に対する需要も日々高まっている. 近年,この需要を満たす技術の一つとして人
工知能 (Artificial Intelligence, AI)が注目され,幅広く応用されている. AIの急速な発展にお
けるコア技術の一つにニューラルネットワーク (Neural Networks, NN)が挙げられる [1, 2].

NNは数多くの実世界で応用されている線形または非線形最適化問題に対して有効であるこ
とが示されている [2]. その一例として,非線形性が強い (強非線形)特性の入出力を持つマ
イクロ波回路のモデリングが挙げられる [3–6]. マイクロ波回路のモデリングを目的とする
NNでは,ネットワークの重みは電磁波 (Electro Magnetic waves, EM)データや物理パラメー
タを入力とし,その周波数応答を教師信号とする強非線形データを用いて学習される. 観測
済みである周波数応答によって学習されたネットワークは, 未観測 (必要とする)データに
対する周波数応答を出力することが可能となり,結果としてモデリングを可能とする [3–6].

一般に,物理パラメータに対する EMの振る舞いは強非線形特性を持つ [6]. これは,基とな
る数式の利用が困難なとき, または基のモデルの計算コストが高いモデリングに有効であ
る. マイクロ波回路問題の他にも,強非線形入出力特性を持つ関数の近似問題または画像処
理 [7]や自然言語処理 [8]のような分類問題など,多くの分野における様々な問題の解決に
NNが効率的に利用されている. 実世界で応用されている強非線形特性の学習問題の多くは,

高い精度と低い誤差を最小限の時間で得るために, 大規模な NNモデルと膨大な学習デー
タを必要とする. しかし，NNの最適化には不良条件付け問題 (ill-conditioning),勾配の消失
および爆発問題 (vanishing and exploding gradients),ハイパーパラメータの最適な選択,膨大
な計算コストなどいくつかの課題が存在する. 従って, NNのモデル開発において学習 (最適
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1 序論 1.1 研究の背景
化)アルゴリズムの選択は最も重要なステップであると考えられる.

一般的にNNの学習アルゴリズムには誤差逆伝番法 (Back Propagation, BP)に基づく勾配
学習法が用いられている [2]. 勾配学習法は学習率 (Learning Rate)の形状から 1次収束特性
を持つ 1次近似勾配法 (First-Order method,以降, 1次手法)と 2次もしくは超 1次収束特性を
持つ 2次近似勾配法 (Second-Order method,以降, 2次手法)に分類することができる. 従来よ
り,その計算効率の観点から,学習率がスカラー (Scalar)である 1次手法が広く研究され,応
用されてきた. 近年の 1次手法の代表的なアルゴリズムとして勾配降下法 (Gradient Descent

method, GD) [1, 9],モーメント法 (Classical Momentum method, CM) [10–14],ネステロフの
加速勾配法 (Nesterov’s Accelerated Gradient method, NAG) [1, 9, 13–15], AdaGrad [1, 9, 16],

RMSprop [1, 9, 17], AdaDelta [1, 9, 18]そして Adam [1, 9, 19]が挙げられる. しかし, 1次手
法では強非線形性を内包する学習データの高精度な学習に対して, 現実的な時間では学習
が困難であった [20, 21]. このため, 強非線形データの学習には, 学習率に目的関数の曲率
情報であるヘッセ行列 (Hessian)とスカラーの内積を利用した 2次手法が有効とされてい
る [1, 20–22]. 2次手法の中でも特に準ニュートン法 (Quasi-Newton method, QN)が用いら
れ，高速化および軽量化など様々な応用研究が行われている [20–34]. 近年の応用研究の一
つとして, QNを高速化した慣性付 2次近似勾配モデルを用いた準ニュートン法,別名ネス
トロフの加速準ニュートン法 (Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, NAQ)が挙げら
れる [32–34]. 本節で明記した 1次と 2次手法の各アルゴリズムの位置関係を図 1に示す.

図 1: 勾配法に基づく学習アルゴリズム
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1 序論 1.2 研究の目的

1.2 研究の目的

現代の情報社会では,取得されるデータの量とその非線形性が日々増すばかりである. こ
れに伴い,大規模な強非線形データに対して高精度かつ高速な処理を可能とする最適化手法
の必要性も日々増加し続けている. 近年, NNの最適化手法として使用される 1次手法に慣性
項を用いることで,学習速度を大幅に高速化した研究が,数多く提案された [1,11–14,16–19].

一方で,強非線形問題の学習に対しては 2次手法の QNは有効である [1, 20–22, 34]. 本研究
では, 1次手法に対する慣性項の影響を 2次手法においても同様に得られることを期待し,

2次手法における慣性項の影響を調査する. さらに,慣性項を用いた 2次手法の問題点に対
して解決策を提案する. これにより,強非線形問題の最適化に適した高精度かつ高速な学習
アルゴリズムとして慣性項を用いた 2次手法の体系化を試みる. このため,慣性項の導入に
よりQNの学習全体の反復回数を削減し,高速化に成功したNAQ [32–34]に着目した. NAQ

ではいくつかの問題点が存在した. 本研究では,以下の NAQの問題点を克服した新たな慣
性項を用いた 2次手法の提案を目指す.

1. NAQにおける慣性項のモーメント係数は固定値（ハイパーパラメータ）である. さら
に, 複数回の試行における学習結果は NNの重みの初期値に対して異なるため, 学習
が不安定である. 従って,最適値を求めるため手間と時間を必要とする.

2. NAQでは 1反復において勾配計算回数が 1回である QNと異なり, 2回必要であり,

これは QNと比較して NAQの計算時間の増加に繋がる.

3. NAQではヘッセ行列の逆近似行列が利用されているため,使用するメモリ量や計算コ
ストが 1次手法と比較して高く,計算機の性能によっては学習が困難となる.

本研究では, 1つ目の問題点である, NAQにおける慣性項のハイパーパラメータ問題に
対しては,慣性項のモーメント係数に適応的慣性 (モーメント)係数 [35, 36, 39]を導入する
ことで,その克服を試みた. 慣性項のモーメント係数はハイパーパラメータであるため,学
習では全ての反復で固定されていた [34]. これは, 学習を重みの初期値に対して不安定化
させ,複数回の試行において同じ学習精度を得られない原因であった. 従って,モーメント
係数の最適値を決めるには多くの実験, 経験と時間が必要であった. この問題を解決する
ため,適応的慣性係数を NAQに導入し,適応的ネステロフの加速準ニュートン法 (Adaptive

Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, AdaNAQ)として提案する [35,36]. 適応的慣性
係数 [13]は 1次手法である NAG [13, 14]における凸最適化問題に対して提案された [13].

本研究 [35, 36]では,適応的慣性係数を用いた AdaNAQを NNの学習に応用し,収束の安定
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1 序論 1.2 研究の目的
性と重みの初期値に対する学習のロバスト性の向上を目指した.

次に, 2つ目の問題点を克服した新たな準ニュートン法に基づく学習アルゴリズムとして
慣性付準ニュートン法 (Momentum Quasi-Newton method, MoQ)を提案する [37–39]. 具体
的に, NAQでは 1反復において,通常勾配とネステロフの加速勾配の 2つの勾配計算が必要
であった. これに対して, QNは 1反復において, 1度の通常勾配計算でアルゴリズムが構成
されていた. つまり, NAQでは慣性項と 2つの勾配の影響により学習全体の反復回数が減少
し,全体の計算時間が大幅に削減された. しかし,これは 1反復における計算時間を, QNと
比較して増加させてしまう問題点に繋がった. 提案手法MoQは,誤差関数を 2次関数と見
なすことで, NAQのネステロフの加速勾配を通常勾配の重み付きの線形和として近似し,勾
配計算回数を 2回から 1回に削減した手法である. また提案手法の学習の安定性とパラメト
リック化を目指すため,適応的慣性係数を導入した適応的慣性付準ニュートン法 (Adaptive

Momentum Quasi-Newton method, AdaMoQ)も提案する [40].

3つ目の問題点であるメモリ量と計算コスト問題を克服するため本研究では2つの手法を提
案する. 最初の解決策として, NAQおよびMoQに, QNで用いられる記憶制限手法 (Limited-

Memory strategy) [20, 21]を導入した記憶制限ネステロフの加速準ニュートン法 (Limited-

Memory Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, LNAQ)と記憶制限慣性付準ニュー
トン法 (Limited-Memory Momentum Quasi-Newton method, LMoQ)を提案する [41–44]. 記
憶制限手法はヘッセ行列のメモリ量を任意の次元まで制限することで計算コストを削減
した手法である [20, 21]. 本研究では, この手法を NAQと MoQに導入することで, NAQ

とMoQの非線形問題に対する高速な学習収束を保ちながら行列計算量の削減を目指した.

次に, NAQとMoQに, QNで用いられるメモリレス手法 (MemoryLess strategy) [30, 31]を
導入したメモリレスネステロフの加速準ニュートン法 (MemoryLess Nesterov’s Accelerated

Quasi-Newton method, MLNAQ)とメモリレス慣性付準ニュートン法 (MemoryLess Momen-

tum Quasi-Newton method, MLMoQ)を提案する [45–47]. メモリレス手法は,過去のヘッセ
行列を保存せずに学習を行う手法である. 本研究では, NAQとMoQにメモリレス手法を導
入することで，提案手法の計算コストを 1次手法と同程度に削減しながらも，NAQとMoQ

のQNに対する高速な収束性を維持する新たな学習アルゴリズムの提案を目指した. 本研究
では,提案手法 AdaNAQ, MoQと AdaMoQ,記憶制限 NAQとMoQおよびメモリレス NAQ

とMoQを関数近似問題,実世界で実用されているマイクロ波回路モデリング問題および分
類問題に対する NNの学習に応用し,従来手法との比較を行った上,その有効性を計算機実
験により示した.

本研究の最終目標は, 2次手法における慣性項の影響を調査し,強非線形問題の最適化に
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1 序論 1.2 研究の目的
適した高精度かつ高速な学習アルゴリズムとして慣性項を用いた 2次手法を体系化させる
ことである. 従って,上記の問題点に対する解決策を提案することで,強非線形問題の高精
度かつ高速な処理を可能とする洗練された新たな 2次手法のアルゴリズムが提案できると
信ずる. 本研究の提案手法と従来手法の関係性を図 2に示す.

図 2: 提案手法と従来手法の関係
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1.3 論文の構成

本論文は下記に示す構成となっている:

• 第 2章:本章では,最初に勾配法に基づく最適化とNNの概念に関して説明する. 次に,

NNにおける最適化手法として使用される 1次と 2次 (超 1次)の従来手法を紹介する.

• 第 3章:本章では, 適応的慣性係数を用いた NAQ,適応的ネステロフの加速準ニュー
トン法 (AdaNAQ)を提案する. 最後に提案手法の有効性を実証した計算機実験の結果
を示す.

• 第 4章:本章では,強非線形問題の最適化に有効とされているNAQの高速化を行った
慣性付準ニュートン法 (MoQ)を提案する. さらに, MoQの収束性に関しても示す. 最
後に提案手法の有効性を実証した実験結果を示す.

• 第 5章:本章では, NAQの計算コストを削減した記憶制限NAQと,その高速化を目指
した記憶制限MoQを提案する. さらに,従来手法の記憶制限QNの紹介に加え計算コ
ストについても議論を行う. 最後に提案手法の有効性を実証した実験結果を示す.

• 第 6章:本章では,メモリレスQNの高速化を行うと共に,記憶制限手法と比べて, NAQ

とMoQの計算コストをさらに削減したメモリレスNAQとMoQを提案する. さらに,

従来手法の共役勾配法 (CG)とメモリレスQNの紹介に加え計算コストについても議
論を行う. 最後に提案手法の有効性を実証した実験結果を示す. 　

• 第 7章: 本章では,本研究の結論と今後の展望について述べる.

6



1 序論 1.3 論文の構成

表記

本節では,本論文を通して使用される数学表記および固定の変数表記を簡潔に説明する.

なお,ここで定義されていない変数表記に関しては各章または節で異なる役割で使用されて
おり，対応する章または節にて説明とその求め方が記されている.

数学表記
• a : スカラー (整数または実数)

• a : 縦ベクトル
• ai : aベクトルの i番目の要素
• aT : aベクトルの転置 (横ベクトル)

• Rd : 実数の集合
• [a, b] : aと bを含む実区間
• (a, b] : aは含まず bは含む実区間
• ||a|| : aベクトルの L2ノルム
• ai ∈ b : aiは bに含まれる
• ∂a

∂b : aの bに関する偏微分
• I : 単位行列
• f (w; x,d):xと dを入力に持つ f (w)の関数

固定変数表記
• k : 反復回数
• d : パラメータの次元数
• |Tr | = n : 学習データサンプル Trの全体数
• |Te| : テストデータサンプル Teの全体数
• w : 重みベクトル
• v : 更新ベクトル
• ϵ : 学習終了条件
• µ : 慣性 (モーメント)係数
• µv : 慣性項
• η : 学習率
• α : ステップサイズ
• g : 探索方向ベクトル
• E(w) : 誤差関数（目的関数,評価関数）
• ∇E(w) = ∂E(w)

∂w : 誤差関数 E(w)における勾配 (通常勾配)

• ∇E(w + µv) = ∂E(w+µv)
∂(w+µv) : 誤差関数 E(w + µv)における勾配 (ネステロフの加速勾配)
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• ∇2E(w) = ∂2E(w)
∂w2 : E(w)の wベクトルに関する 2階偏微分,別名ヘッセ行列

• B : ヘッセ行列の近似行列（B行列）
• H : ヘッセ行列の逆近似行列（H行列）
• s, y : HQN行列の更新で使用されるベクトル
• p,q : HNAQ行列の更新で使用されるベクトル
• p, q̂ : HMoQ行列の更新で使用されるベクトル (MoQの pは NAQと同様に求まる)

• m : 記憶制限手法で使用されるメモリ量
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2 最適化とニューラルネットワーク

本章では, 勾配法に基づく最適化とニューラルネットワーク (NN)の概念, と NNにおけ
る勾配の導出法について説明した後, NNの学習アルゴリズムである 1次手法と 2次手法
のそれぞれの従来アルゴリズムを紹介する. 本章で紹介する 1次手法の従来アルゴリズム
は, GD [1, 48, 49], CM [1, 11, 12, 48, 49], NAG [1, 13, 14, 48, 49], AdaGrad [1, 9, 16, 48, 49],

RMSprop [1,9,17,48,49], AdaDelta [1,9,18,48,49]そしてAdam [1,9,19,48,49]であり, 2次
手法の従来アルゴリズムは, Newton [20, 21], QN [20, 21]そして NAQ [32–34]である.

2.1 勾配法に基づく最適化とNNの概念

最適化問題 (Optimization Problem), 別名数理計画問題 (Mathematical Programming Prob-

lem)とは,「与えられた制約条件 (Restrict Condition)の下で,ある目的関数 (Objective Func-

tion,別名:誤差関数 (Error Function)または評価関数 (Evaluation Function))を最小または最
大にする解を求めること」である. この問題は統計学,物理学,脳科学そして化学などの自
然科学だけでなく社会学や経済学など多種多様な分野の様々な問題に当てはまる. 最適化
問題では制約条件, 誤差関数およびパラメータ (Parameter)といった要素を定義し, 数理モ
デルを構築した上で最適解 (Optimum Solution)を最適化手法 (Optimization Algorithm)によ
り求める. 例として,図 3に示す「 f (x) = (1/4)x4 + (2/3)x3 − (1/2)x2 − 2x + 1を最小にする
x ∈ Rdを求める問題」,いわば無制約最小化問題が挙げられる. この問題は非線形な関数であ

図 3: 局所的最小解と大域的最小解
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2 最適化とニューラルネットワーク 2.1 勾配法に基づく最適化と NNの概念
り, 2つの最小解,局所的最小解 (Local Optimum Solution)と大域的最小解 (Global Optimum

Solution)を持つ. 一般的に,最適化手法として勾配法 (Gradient method)が用いらる. 勾配法
では,大域的最小解を求めることが最終目標となる. 勾配法は,学習率 (Learning Rate)の形
状から 1次収束特性を持つ 1次近似勾配法 (First-Order method,以降, 1次手法)と 2次もし
くは超 1次収束特性を持つ 2次近似勾配法 (Second-Oreder method, 以降, 2次手法)に分類
できる. 1次手法では,学習率がスカラーであり,計算コストが低い観点から様々な研究で応
用されている. しかし, 1次近似手法では,非線形性が強い問題の最適化において誤差関数と
制約条件が複雑な関係を持つため,局所的最小解,鞍点 (Saddle points)またはプラトー領域
(Flat Regions)で停留する傾向がある. 従って,大域的最小解を求めることが困難となり,収
束速度が低下する [1,26,50]. この問題に対して,学習率に目的関数の曲率情報であるヘッセ
行列 (Hessian)とスカラーの内積を利用した 2次手法が有効とされている.

一方で, 近年, 各分野における様々な問題に対して分類, 予測, 判断およびモデリングを
可能とする手法として機械学習 (Machine Learning)が多くの注目を集めている. 機械学習で
は,最適化手法はプロセスの一環であり,大きく教師あり学習 (Supervised Learning),半教師
あり学習 (Semi-supervised Learning),教師なし学習 (Unsupervised Learning)そして強化学習
(Reinforcement Learning)に分類することができる. 機械学習とその学習法を図 4に示す. 教
師あり学習の学習モデルとしてニューラルネットワーク (Neural Networks, NN)が挙げられ
る. NNは,機械学習がブームへと繋がったコア技術として知られている. NNは,脳の神経
細胞 (ニューロン, Neuron)を数理モデル化した技術である. ニューロンの数理モデルは提案
当初,形式ニューロン (Formal Neuron)または人工ニューロン (Artificial Neuron)と呼ばれて
いた [48, 49, 51]. 形式ニューロンを図 5に示す. 図 5では, x, w, zそして oはそれぞれ入力,

重み (Weight,別名結合荷重)ベクトルと内部状態そして出力を示す. 形式ニューロンにおけ

図 4: 機械学習とその学習法
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2 最適化とニューラルネットワーク 2.1 勾配法に基づく最適化と NNの概念
る出力 oの計算法を (1)と (2)に示す.

図 5: 形式ニューロン

z =
d∑

l=1

wl · xl − b

=

d+1∑
l=1

wl · xl,

(1)

o =


1 z ≥ 0

0 z < 0
. (2)

(1)では, bは閾値 (bias)であり,本研究では入力が 1の重み, b = w ·1と考える. 形式ニューロ
ンでは (2)に示すように,ニューロンの出す信号は 1(On)または 0(Off)の情報しかない. 内部
状態 zから出力 oに変換する関数を活性化関数 (Activation Function)と呼び,形式ニューロン
では階段関数 (Step Function)が使われている. [51]で提案された形式ニューロンでは,重みw

は固定の値として考えられていた. 従って,入力から出力を計算する単純なシステムであり,

学習を行うことが出来ず,様々な問題に対する応用が困難であった. 一方で,形式ニューロン
の重みwを可変のパラメータとして考えた手法,単純パーセプトロン (Simple Perceptron)が
提案された [48, 49, 52, 53]. パーセプトロンでは重み wの最適化を学習 (Learning, Training)

と呼び,反復法 (Iterative method)でその更新を行った [53,54]. 単純パーセプトロンにおいて,

線形分離が可能な問題では,有限回の反復で重みwを最適化し,問題を解くことができるこ
とが示された [53, 54]. しかし,単純パーセプトロンでは排他的論理和 (eXclusive OR, XOR)

などのような線形分離ができない問題の学習は不可能であると指摘された [55]. この問題
に対して,多数のパーセプトロンを階層的に組み合わせた多層パーセプトロン (MultiLayer

Perceptron, MLP),別名,階層型ニューラルネットワーク (MultiLayer Neural Networks)が提
案された [56–60]. さらに, MLPの学習法として,微分可能な活性化関数を使用し,出力から

11



2 最適化とニューラルネットワーク 2.1 勾配法に基づく最適化と NNの概念
の誤差を逆伝播しながらパラメータの最適化を行う誤差逆伝播法 (Back Propagation method,

BP) [56–60]が提案された. この手法では,十分な数のニューロンが中間層にあれば,線形分離
ができない問題を学習することが可能になった. さらに,生物学における小脳の働きはMLP

と酷似するという研究報告 [61–63]により, MLPに対する注目が増加した. しかし, MLPで
は,勾配消失問題 (Vanishing Gradient Problem)および過学習問題 (Overtraining Problem)に
より,その注目が弱まった. その後,解の精度向上を目指し,様々な研究が行われた. その中
でも,再度NNに対する注目を強めた手法は, MLPの中間層の数をさらに深めた深層ニュー
ラルネットワーク (Deep Neural Networks, DNN) [64]である. DNNでは,単純パーセプトロ
ンを複数接続させてネットワークを形成した考え方であり, 入力層 (Input Layer), 中間 (隠
れ)層 (Hidden Layer)そして出力層 (Output Layer)から成る. 図 6に DNNを示す. この図か
らもわかるように, DNNでは出力層を除き,ニューロンの出力が次層のニューロンの入力と
なっている.

図 6: 階層型 (深層)ニューラルネットワーク

DNNでは,ネットワークの層またはニューロンを増やすことで，線形分離が不可能な問
題の分離が可能になった [59]. 一般的に層を増やした DNNによる学習を深層学習 (Deep

Learning)という. 近年, DNNを用いた新なネットワークとして, 畳み込みニューラルネッ
トワーク (Convolutional Neural Networks, CNN),再帰型ニューラルネットワーク (Recurrent

Neural Networks, RNN)および敵対的生成ネットワーク (Generative Adversarial Networks,

GAN)などのような複雑な構造を持つネットワークが数多く提案されており, アプリケー
ションとしても実用化されている [1, 48, 49].

本研究では, DNN(以降, NN)を用いた教師あり学習に着目する. 教師あり学習では, n個

12



2 最適化とニューラルネットワーク 2.2 NNにおける勾配の導出
のサンプルを持つ学習用データセット Trが与えられたとき,各サンプルは入力データ xpと
出力ラベル (教師信号, Teach-Signal or desired-Signal) dpのペア, (xp,dp)から構成されてい
る. つまり, Tr = (x1,d1), ..., (xp,dp), p ∈ nとなる. そして教師あり学習では NNが予測する
出力 opと教師信号の誤差の総和が最小になるよう重みwの最適化を行う. 従って, NNの教
師あり学習は最小化を目指した最適化問題に帰着する. NNは一般的に BPに基づく勾配降
下学習法 (勾配法)を用いて学習を行う. BPでは与えられた重み wに関して,累積誤差関数
の偏導関数 (逆伝播)に比例した量に準じて修正または更新を行う. BPを用いた勾配学習法
では一般的に (3)に示す反復式により誤差関数を最小にする重みベクトル wを求める.

wk+1 = wk + vk+1. (3)

ここで, kは反復回数であり, vk+1は更新ベクトルを示す. 更新ベクトルは学習アルゴリズム
に強く依存し,アルゴリズムによってその導出方法と計算コストおよびメモリ量が異なる.

従って,問題に対して最適な学習アルゴリズムを選択することはNNの学習において重要と
なる.

2.2 NNにおける勾配の導出

本節では, BPに基づく勾配法を用いたNNにおける勾配の導出を紹介する. NNの学習は,

ランダムな値によって初期化された重みw ∈ Rdを最適解に収束させるため繰り返し更新を
行う,反復法を使用している. ここで最適解とは, (4)の誤差関数 E(w)の累積を最小化する
ことであり, NNの学習は,無制約最適化問題となる.

min
w∈Rd

E(w). (4)

BPを用いた学習はバッチ手法 (Batch strategy)と確率的 (ミニバッチ)手法 (Mini-Batch strat-

egy)に分類することが出来る. バッチ学習法では,各反復で学習データセット Tr を全て用
いて学習を行い,その勾配を計算する. 従って, (4)の誤差関数 E(w)は,

E(w) =
1
|Tr |

∑
p∈Tr

Ep(w), (5)

と定義される. ここで, |Tr |はサンプル数, pはサンプルパターン番号を示す. バッチ学習法
は非線形性が強い問題の最適化に有効な手法である. 一方で,ミニバッチ学習法では,各反
復で Trからランダムに抽出された X ⊆ Tr個のデータを用いて学習を行い,勾配は (6)に示
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2 最適化とニューラルネットワーク 2.2 NNにおける勾配の導出
す誤差関数 Eb(w)によって求められる．

Eb(w) =
1
b

∑
p∈X

Ep(w). (6)

ここで, b = |X|はミニバッチサイズであり,任意の値に設定される. バッチ手法の場合 X = Tr,

b = |Tr |となる. ミニバッチ学習法は,主にデータ量が多く,バッチ学習が困難な問題の最適
化に対して有効とされている. 本研究では,強非線形問題の高精度かつ高速な処理を可能と
する学習アルゴリズムの開発を目指すため,バッチ学習法にのみ着目する.

次に, NNの入出力の関係を

op = xout
p = fNN(w; xp,dp), (7)

と定義する. ここで, xs
i,p(1 ≤ s ≤ out)を p番目の入力に対する s層の i番目のニューロンの

出力とし, s − 1層の j番目のニューロンから s層の i番目のニューロンへの重みを ws
i jとす

る. つまり,重みベクトルwと s層における i番目のニューロンの重みベクトルws
i の関係性

を (8)に示す.

w =



w1
1

w2
1
...

ws
i
...


. (8)

ここで, s層の i番目のニューロンの重みベクトル ws
i の j番目の要素, ws

i jは (9)となる.

ws
i =



ws
i1
...

ws
i j
...


. (9)

従って,ニューロンの入出力関係は図 7のように示すことができる. さらに,その関係性は
次のように与えられる.

xs
i,p = f (zs

i,p), (10)

zs
i,p =

∑
j

ws
i j · xs−1

j,p . (11)
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2 最適化とニューラルネットワーク 2.2 NNにおける勾配の導出

図 7: ニューロンの入出力の関係

ここで, f (zs
i,p)と ws

i jはそれぞれ活性化関数と重みベクトル wの要素である. 一般的な勾配
降下法 (Gradient Descent method, GD)の更新式は,学習率 ηkを用いて (12)と (13)によって
定義される.

ws
i j(k + 1) = ws

i j(k) + vs
i j(k + 1), (12)

vs
i j(k + 1) = −ηk

∂Ep(w)
∂ws

i j
. (13)

ここで, kは反復回数, ∂Ep(w)/∂ws
i jは勾配であり,連鎖律 (多変数関数の合成関数の微分,別

名: チェーンルール)を用いて (14)のように示される.

∂Ep(w)
∂ws

i j
=
∂Ep(w)
∂xs

i,p
·
∂xs

i,p

∂zs
i,p
·
∂zs

i,p

∂ws
i j
=
∂Ep(w)
∂xs

i,p
· f ′(zs

i,p) · xs−1
j,p . (14)

ここで, f ′(zs
i,p)は活性化関数の微分であり, 偏微分 ∂Ep(w)/∂ws

i j の解は, ニューロンが出力
層 (s = out)の場合とそうでない場合に分けて求められる.

▶ sが出力層 (s = out)の場合:

sが出力層の場合, ∂Ep(w)/∂ws
i j が誤差関数から求められる. ここで, 平均二乗誤差 (Mean

Squared Error, MSE)とシグモイド (Sigmoid)活性化関数および交差エントロピー誤差 (Cross

Entropy Error, CE)とソフトマックス (SoftMax)活性化関数を用いた場合の ∂Ep(w)/∂ws
i jの

解を示す.

<MSEと sigmoid関数 >
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2 最適化とニューラルネットワーク 2.2 NNにおける勾配の導出
MSEとシグモイド関数をそれぞれ (15)と (16)に示す．

Ep(w) =
L∑

i=1

1
2

(di,p − xout
i,p )2, (15)

xout
i,p = f (zs

i,p) =
1

1 + exp(−zs
i,p)

. (16)

ここで，Lは出力ユニットの数を示し, s層が出力層の場合 L = iとなる. di,pは出力 xout
i,p に

対する教師信号である. 従って, (15)と (16)を用いた ∂Ep(w)/∂ws
i jと更新ベクトル vs

i j(k + 1)

はそれぞれ (17)と (18)のように求まる.

∂Ep(w)
∂ws

i j
=
∂Ep(w)
∂xs

i,p
· f ′(zs

i,p) · xs−1
j,p = −(di,p − xout

i,p ) · xout
i,p · (1 − xout

i,p ) · xs−1
j,p . (17)

vs
i j(k + 1) = ηk{(di,p − xout

i,p ) · xout
i,p · (1 − xout

i,p ) · xs−1
j,p }. (18)

<CEと softmax関数 >

CEとソフトマックス関数をそれぞれ (19)と (20)に示す．

Ep(w) = −
L∑

i=1

di,p log(xout
i,p ), (19)

xout
i,p = f (zs

i,p) =
e(zs

i,p)∑L
i=1 e(zs

i,p)
. (20)

ここで, Lは出力のユニット,別名分類クラス数であり, s層が出力層の場合 L = iとなる. 勾
配 ∂Ep(w)/∂ws

i jと更新ベクトル vs
i j(k + 1)はそれぞれ (21)と (22)のように求まる.

∂Ep(w)
∂ws

i j
=
∂Ep(w)
∂xs

i,p
· f ′(zs

i,p) · xs−1
j,p = −

L∑
i=1

(di,p − xout
i,p ) · xs−1

j,p , (21)

vs
i j(k + 1) = ηk

L∑
i=1

(di,p − xout
i,p ) · xs−1

j,p . (22)

▶ sが出力層以外の場合:

s層が出力層以外の場合, GDにおける勾配 ∂Ep(w)/∂ws
i jは (23)に示される.

∂Ep(w)
∂ws

i j
=

∑
t

∂Ep(w)

∂xs+1
t,p
· f ′(zs+1

t,p ) · ws+1
ti · f ′(zs

i,p) · xs−1
j,p . (23)
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2 最適化とニューラルネットワーク 2.3 1次近似勾配学習法
ここで, tは s + 1層目のニューロン数を示す. このように BPでは層が増える毎に逆伝播成
分 (∂Ep(w)/∂xs+1

t,p ) · f ′(zs+1
t,p )を入力層の重みまで逆伝播しながら,重みの更新を行う.

2.3 1次近似勾配学習法

本節では, NNにおける 1次近似勾配学習法に基づく 7つの従来手法を紹介する. これらの
1次手法は実数値関数の最小化問題に対して,スカラーである学習率 ηと 1次情報 (1回微分)

である誤差関数の勾配 ∇E(w)を用いて,近似解を出力する. 従って,計算コストが低く, NN

の学習に対して一般的に用いられ,様々な研究の対象とされている. ここで,紹介する従来の
1次学習法は勾配降下法 (GD) [1,48,49,51]や慣性項を用いることでGDを高速化したモー
メント法 (CM) [1,9,11–14,48,49]およびネステロフの加速勾配法 (NAG) [1,9,13,14,48,49],

過去の 2乗勾配の累計を指数関数的に減衰する平均によって決定する適応的学習率を持つ
AdaGrad [1,9,16,48,49], RMSprop [1,9,17,48,49], AdaDelta [1,9,18,48,49]および慣性項と
適応的学習率の両方を持つ 1次手法の代表的な学習アルゴリズムのAdam [1,9,19,48,49]で
ある.

本節で紹介するアルゴリズムの特性をより具体的に説明するため, 1次手法を用いた最適
化が可能である非線形関数, (9)に示す Beale関数 [65]に対する最適化過程を示す.

f (x, y) = (1.5 − x + xy)2 + (2.25 − x + xy2)2 + (2.625 − x + xy3)2 (24)

図 8: Beale関数の 2D等高線図
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2 最適化とニューラルネットワーク 2.3 1次近似勾配学習法
(9)は2つのパラメータ−4.5 ≦ x, y ≦ 4.5を持つ関数であり,本研究では初期値を x = 7, y = 1.4

そして最大反復回数 kmax = 1, 000とした. 大域的最小解は x = 3, y = 0.5である. Beale関数
の 2次元と 3次元の等高線図 (Contour Plot)をそれぞれ図 8と 9に示す. 図 8では赤い星印
は大域的最小解である.

図 9: Beale関数の 3Dモデル

2.3.1 Gradient Descent method

勾配降下法 (Gradient Descent method, GD)は,誤差関数の最小値を求めるためのもっとも
古くかつ単純なアルゴリズムである [1, 48, 49, 51]. また, GDは勾配が最も降下する方向へ
重み wを更新するため,最急降下法 (Steepest Descent, SD)とも呼ばれている. GDでは, (3)

の更新ベクトル vk+1を学習率 ηkと (25)に示す誤差関数 E(w)の wkにおける勾配ベクトル
∇E(wk)を用いて, (26)のように更新する.

∇E(wk) =



∂E(wk)
∂w1,k

∂E(wk)
∂w2,k

...

∂E(wk)
∂wd,k


. (25)

vk+1 = −ηk∇E(wk). (26)
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2 最適化とニューラルネットワーク 2.3 1次近似勾配学習法
(25)において dは重みwの次元数である. GDのアルゴリズムを Algorithm 1に示す. Algo-

rithm 1では, ϵは終了条件であり, ηkの範囲は 0 < ηk < 1とされており, 1次手法の学習では
任意の値に固定される [1, 2, 22, 26, 48, 49]. ただし,学習率の値が大きすぎると,アルゴリズ
ムの挙動が非常に不安定になり,収束が困難になる可能性がある. 一方,小さすぎると,勾配
が小さくなった領域ではアルゴリズムが停滞する可能性がある.

(9)に示す Beale関数の最適解が求まるまでのGDによる学習軌道を図 10に示す. この問
題では,学習率 ηk = 0.01とした. 学習結果より,最適解が求まるまで 838回の反復回数を必
要とする.

Algorithm 1 Gradient Descent method (GD)
Require: ϵ, kmax, ηk

Initialize: w1 ∈ Rd

1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Calculate ∇E(wk);
4: Update vk+1 = −ηk∇E(wk);
5: Update wk+1 = wk + vk+1;
6: k = k + 1;
7: end while

Return: wk
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図 10: GDによる Beale関数の最適化

2.3.2 Classical Momentum method

モーメント法 (Classical Momentum method, CM)は GDに慣性項を導入することでを高
速化した手法であり, 学習において継続的な減衰の方向に過去の更新ベクトルを蓄積す
る [1, 10, 13, 14, 48, 49]. CMは,坂道を転がる重い (ヘビー)ボールがその軌道に沿って進行
する考え方に基づいているため,この手法はヘビーボール法 (Heavy-Ball method) [11,12]と
しても知られている. CMにおける (3)の更新ベクトル vk+1を,勾配ベクトル∇E(wk)と 1反
復前の更新ベクトル vkとモーメント係数 µkを用いて (27)により更新する.

vk+1 = µkvk − ηk∇E(wk). (27)

ここで, µkvkは慣性項と呼び, 0 ≤ µk ≤ 1はモーメント係数であり,学習中は任意の値に固定
される [14]. µk = 0の場合, CMと GDは一致する. 慣性項の vkは, vk = wk − wk−1としても
求めることができる. CMのアルゴリズムを Algorithm 2に示す.

(9)に示すBeale関数の最適解が求まるまでのCMによる学習軌道を図 11に示す. この問
題では,学習率 ηk = 0.01そして µk = 0.9とした. 学習結果より,最適解が求まるまで 379回
の反復回数を必要とする. CMは慣性項の影響により, GDと比較して,探索方向の軌道修正
が大きい一方で,より少ない反復回数で最適解を求めることができる.
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Algorithm 2 Classical Momentum method (CM)
Require: ϵ, kmax, ηk, µk

Initialize: w1 ∈ Rd, v1 = 0
1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Calculate ∇E(wk);
4: Update vk+1 = µkvk − ηk∇E(wk);
5: Update wk+1 = wk + vk+1;
6: k = k + 1;
7: end while

Return: wk

図 11: CMによる Beale関数の最適化

2.3.3 Nesterov’s Accelerated Gradient method

ネステロフの加速勾配法 (Nesterov’s Accelerated Gradient method, NAG)は,機械学習およ
び最適化問題において,注目を集めている最適化手法の一つである [1,9,13–15,48,49]. NAG

は慣性項だけ移動した点, wk + µkvkでの勾配を使用することで, CMと比較してより早い段
階で誤差関数を減少させる手法であり,その収束性は保証されている [13]. CMと NAGの
重みの更新ベクトル表現を図 12に示す [34]. NAGにおける (3)の更新ベクトル vk+1を (28)
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に示す.

vk+1 = µkvk − ηk∇E(wk + µkvk). (28)

ここで, ∇E(wk + µkvk)は慣性項だけ移動した点における勾配ベクトルであり,ここでは,ネ
ステロフの加速勾配ベクトルと呼ぶ. モーメント係数 0 ≤ µk < 1は 1に近い値が推奨値と
されており, 一般的に, 0.8, 0.85, 0.9, 0.95および 0.99に設定される [13, 14]. NAGのアルゴ
リズムを Algorithm 3に示す.

(9)に示す Beale関数の最適解が求まるまでの NAGによる学習軌道を図 13に示す. この
問題では,学習率 ηk = 0.01そして µk = 0.9とした. 学習結果より,最適解が求まるまで 236

回の反復回数を必要とする. NAGは慣性項とネステロフの加速勾配ベクトルの影響により,

CMと GDと比較して,より少ない反復回数で最適解を求めることができる.

(a) CM (b) NAG

図 12: CMと NAGの重みの更新ベクトル表現

Algorithm 3 Nesterov’s Accelerated Gradient method (NAG)
Require: ϵ, kmax, ηk, µk

Initialize: w1 ∈ Rd, v1 = 0
1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Calculate ∇E(wk + µkvk);
4: Update vk+1 = µkvk − ηk∇E(wk + µkvk);
5: Update wk+1 = wk + vk+1;
6: k = k + 1;
7: end while

Return: wk
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図 13: NAGによる Beale関数の最適化
2.3.4 AdaGrad

適応的劣勾配法 (Adaptive subGradient method, AdaGrad) [16]は適応的な学習率を持つ 1

次手法に基づく学習アルゴリズムの一つである. AdaGradでは過去の勾配の二乗和の平方
根に比例するよう,スケーリングすることで,重みwの成分ごとに学習率を適応的に調節す
る [1, 9, 49]. AdaGradにおける (3)の更新ベクトルの各要素 vk+1,iを (29)に示す.

vk+1,i = −
ηk√∑k

l=1(∇E(wl)i)2 + λ

∇E(wk)i. (29)

ここで, vk+1,iおよび ∇E(wk)iはそれぞれ i番目の vk+1と ∇E(wk)の要素である. 10−8 ≤ λ ≤

10−6 であり [9, 16], ゼロによる除算を抑止する効果を持つ. 本研究では [9, 16]の推奨値
λ = 10−8 とした. ηk は全ての次元で共有されたグローバルな学習率であり, その値として
ηk = 0.01が推奨値とされている [1, 9, 16]. AdaGradの欠点として, vkの成分 vk,iがそれぞれ
狭義非減少であることが挙げられる. このため, (29)の累積和は学習率 ηkを学習の間で減ら
し,収束するよりも前に,非常に小さな値にしてしまう. 従って,バッチ学習よりもミニバッ
チ学習に適した最適化手法である [66]. AdaGradのアルゴリズムを Algorithm 4に示す.

(9)に示すBeale関数の最適解が求まるまでのAdaGradによる学習軌道を図 14に示す. こ
の問題では,実験的に学習率 ηk = 0.2とした. 学習結果より,最大反復回数以内に学習が収
束することはできなかったが最適解に近い解を得た.
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Algorithm 4 AdaGrad

Require: ϵ, kmax, ηk = 0.01, λ = 10−8

Initialize: w1 ∈ Rd

1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Calculate ∇E(wk);
4: for (i = 1, 2, ..., d) do
5: Calculate Gk,i = λ +

∑k
l=1 ∇E(wl)2

i ;
6: Update vk+1,i = −ηkG

−1/2
k,i ∇E(wk)i;

7: Update wk+1,i = wk,i + vk+1,i;
8: end for
9: k = k + 1;

10: end while
Return: wk

図 14: AdaGradによる Beale関数の最適化
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2.3.5 RMSprop

RMSprop [17]はミニバッチ手法を用いた Rprop [67]学習法である. RMSpropでは勾配の
累計を指数関数的な重みを付けた移動平均に変更することにより,非凸の条件下でAdaGrad

の性能を改善した手法としても知られている [1,9,49]. RMSpropにおける (3)の更新ベクト
ルの各要素 vk+1,iを (30)に示す.

vk+1,i = −
ηk√
θk,i + λ

∇E(wk)i, (30)

θk,i = βθk−1,i + (1 − β)(∇E(wk)i)2. (31)

ここで, v1,i = 0, 10−8 ≤ λ ≤ 10−6であり [1, 9, 17],本研究では [9, 17]の推奨値 λ = 10−8とし
た. θk,iは k反復目の i番目の要素におけるパラメータである. ハイパーパラメータ βおよび
グローバルな学習率はそれぞれ β = 0.9と ηk = 0.001が推奨値とされている [17]. RMSprop

のアルゴリズムを Algorithm 5に示す.

(9)に示す Beale関数の最適解が求まるまでの RMSpropによる学習軌道を図 15に示す.

この問題では,実験的に学習率 ηk = 0.2とした. 学習結果より,最大反復回数以内に学習が
収束することはできなかったが最適解に近い解を得た.

Algorithm 5 RMSprop

Require: ϵ, kmax, ηk = 0.001, λ = 10−8, β = 0.9
Initialize: w1 ∈ Rd

1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Calculate ∇E(wk);
4: for (i = 1, 2, ..., d) do
5: Calculate θk,i = βθk,i + (1 − β)∇E(wk)2

i ;
6: Update vk+1,i = −ηk(θk,i + λ)−1/2∇E(wk)i;
7: Update wk+1,i = wk,i + vk+1,i;
8: end for
9: k = k + 1;

10: end while
Return: wk
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図 15: RMSpropによる Beale関数の最適化

2.3.6 AdaDelta

AdaDeltaはAdaGradの学習率に対する依存性を解消した改良手法の一つである [1,18,49].

[18]では, RMSpropの更新式を独立に得た後,学習率に対する依存を矯正するため,指数的
に減衰する二乗和平均更新を導入した [66]. AdaDeltaにおける (3)の更新ベクトルの各要素
vk+1,iを (32)に示す.

vk+1,i = −
√

rk,i + λ√
θk,i + λ

∇E(wk)i, (32)

ここで, [1, 9, 18]より λの推奨値は λ = 10−6であり, rk,iと θk,iは,

rk,i = βrk−1,i + (1 − β)v2
k,i, (33)

θk,i = βθk−1,i + (1 − β)(∇E(wk)i)2, (34)

である. rk,iと θk,iは k反復目の i番目の要素におけるパラメータであり, β = 0.95が推奨値
とされている [1, 9, 18]. AdaDeltaのアルゴリズムを Algorithm 6に示す.

(9)に示す Beale関数の最適解が求まるまでの AdaDeltaによる学習軌道を図 16に示す.

この問題では,実験的に β = 0.6とした. 学習結果より,最大反復回数以内に学習が収束する
ことはできなかった. また, AdaGradと RMSpropと比較して学習率が存在しないため,探索
方向も大きく変化しているものの最適解に近い解を得た.
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Algorithm 6 AdaDelta

Require: ϵ, kmax, λ = 10−6, β = 0.95
Initialize: w1 ∈ Rd

1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Calculate ∇E(wk);
4: for (i = 1, 2, ..., d) do
5: Calculate θk,i = βθk,i + (1 − β)∇E(wk)2

i ;
6: Calculate rk,i = βrk,i + (1 − β)v2

k,i;
7: Update vk+1,i = −(rk,i + λ)1/2(θk,i + λ)−1/2∇E(wk)i;
8: Update wk+1,i = wk,i + vk+1,i;
9: end for

10: k = k + 1;
11: end while

Return: wk

図 16: AdaDeltaによる Beale関数の最適化
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2.3.7 Adam

適応的モーメント推定法 (Adaptive Momentum estimation method, Adam) [19]は現在, 学
習の高速化において最も代表的なアルゴリズムである. そして,この手法は 1次手法におい
て有効なアルゴリズムとして知られている. Adamはパラメータの成分毎に適切な学習率を
用いるAdaGrad [16]と CM [14]を組み合わせた手法である [1,9,19,49]. Adamにおける (3)

の更新ベクトルの各要素 vk+1,iを (35)に示す.

vk+1,i = −ηk
r̂k,i√
θ̂k,i + λ

, (35)

ここで，

r̂k,i =
rk,i

(1 − βk
1)
, (36)

θ̂k,i =
θk,i

(1 − βk
2)
. (37)

である. また rk,iおよび θk,iは (38)(39)で求まる.

rk,i = β1rk−1,i + (1 − β1)∇E(wk)i, (38)

θk,i = β2θk−1,i + (1 − β2)(∇E(wk)i)2, (39)

ここで, λと学習率 ηkの推奨値はそれぞれ λ = 10−8と ηk = 0.001とされている [1,9,19]. rk,i

および θk,iは,それぞれ勾配と二乗勾配の i番目の要素を示す. ハイパーパラメータ β1, β2は
0 ≤ β1, β2 ≤ 1とし,指数移動平均および減衰率を制御する. [19]において β1と β2はそれぞ
れ 0.9と 0.999が推奨値とされている. Adamのアルゴリズムを Algorithm 7に示す.

(9)に示す Beale関数の最適解が求まるまでのAdamによる学習軌道を図 17に示す. この
問題では,実験的に学習率 ηk = 0.1とした. 学習結果より,最適解が求まるまで 409回の反
復回数を必要とする.
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Algorithm 7 Adam

Require: ϵ, kmax, ηk = 0.001, λ = 10−8, β1 = 0.9, β2 = 0.999
Initialize: w1 ∈ Rd

1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Calculate ∇E(wk);
4: for (i = 1, 2, ..., d) do
5: Calculate rk,i = β1rk,i + (1 − β1)∇E(wk)i;
6: Calculate θk,i = β2θk,i + (1 − β2)∇E(wk)2

i ;
7: Calculate r̂k,i = rk,i/(1 − βk

1) and θ̂k,i = θk,i/(1 − βk
2);

8: Update vk+1,i = −ηkr̂k,i(θ̂
−1/2
k,i + λ)−1;

9: Update wk+1,i = wk,i + vk+1,i;
10: end for
11: k = k + 1;
12: end while

Return: wk

図 17: Adamによる Beale関数の最適化
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2.4 2次近似勾配学習手法

分類問題など非線形性が少ない問題に対するNNの学習では, 1次手法は有効な最適化ア
ルゴリズムとして近年,様々研究で実用されている. しかし,入出力の関係が非常に複雑な
問題 (非線形性が非常に強い (強非線形)問題)ではこれらの手法はその有効性を発揮するこ
とが困難である. 具体的には,強非線形問題では,一見ノイズに捉えられるデータでも,実際
にはシステムのモデルデータとして非常に重要な要素になりうる. しかし, 1次近似手法を
用いたNNでは,これらの大事な要素をノイズと捉えるため,学習の収束速度が遅くなり,と
きには局所的最小解,鞍点またはプラトー領域で停滞する傾向がある. 従って,現実的な時
間内で高精度な学習解を得ることは困難となる [1, 2, 20, 21]. 強非線形問題の一つの例とし
て,マイクロ波回路の 1種であるmicrostrip Low-Pass Filter (LPF) [34, 68–71]のモデリング
問題が挙げられる. NNでは, 電磁波 (EM)または物理データなどの測定およびシミュレー
ションが行われたマイクロ波デバイスデータを用いて学習を行うことが可能である [3–6].

学習済みの NNによって生成されたマイクロ波デバイスのモデルは, MPUの EM物理モデ
ルの代わりとして使用することが可能であり, これは EM/物理レベルの精度を維持しなが
ら回路設計を大幅に高速化できる有効な手法である [3,4]. NNによるモデリングは,デバイ
スレベルと回路レベルの両方において, 様々なマイクロ波回路の構成要素をモデリングす
るために用いられている. 例で挙げた LPFの構造を図 18に示す. このフィルターは現代の
無線システム, 特にマイクロ波および衛星通信システムにおいて欠くことのできない構成
要素の一つである [72]. LPFの基板では,誘電率そして高さはそれぞれ 9.3 F/mと 1 mmで
ある. 幅 Dは 1 mm刻みの間隔で 12 ≤ D ≤ 20 mmまでの範囲のモデリングを考える. 周
波数 f の範囲は 0.1 ≤ f ≤ 4.5 GHzとした. 各 Dに対して 221個のサンプルが存在する. さ
らに,学習の性能を測るため, Dの中からいくつかのデータをテストデータとした. つまり,

D = 12, 14, 16, 18, 20 mmを学習データ Trとし, D = 13, 15, 17, 19 mmをテストデータ Teと
した. 従って,学習データ数は |Tr | = 1105,テストデータ数は |Te| = 884である. この問題に
おける学習およびテストデータは,高周波 EMシミュレーション用の全波 3D平面電磁界ソ

D

図 18: LPFの構造
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図 19: LPFの学習データ

ルバーソフトウェアである Sonnet [73]を用いて生成された. 学習データを図 19に示す. 図
19において縦軸は Sパラメータの大きさであり,横軸は周波数である. 図 19からもわかる
ように, この問題は入出力の関係が非常に複雑である. さらに, 図 20に LPFにおけるデー

図 20: LPFにおけるデータポイントの一部
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タポイントの一部を示す. この図から, LPFのデータポイントには一見ノイズと捉えられる
重要な要素が含まれていることがわかる. このような特性は LPFの全てのデータに存在す
る. 従って, LPFは強非線形モデリング問題とされている [3–6, 34]. このような強非線形問
題の学習では, 2次 (超 1次)手法が用いられ,準ニュートン法 (Quasi-Newton method, QN)が
有効な最適化手法として知られている. 2次手法では,学習率はスカラーであるステップサ
イズと誤差関数の曲率情報であるヘッセ行列によって決定される [20,21]. 従って, 2次手法
では 1反復の計算コストは 1次手法と比較して増加するものの,局所的最小解・鞍点または
プラトー領域を回避することが可能であるため,収束速度は速く,解の精度も高い. QNは,

GDの高い収束性とNewton法の速い収束速度を組み合わせた手法であり, Newton法におけ
るヘッセ行列の逆行列を近似的に求める効率的なアルゴリズムである [20, 21]. 従って, 近
年の最適化に対する多くの研究ではQNに基づく手法が使用されている. 本節では, Newton

法 [20–22, 25, 26, 74]およびヘッセ行列を近似した, QN [20, 21]に関して紹介する. さらに,

QNの応用研究として,慣性項の導入によってQNを高速化したネステロフの加速準ニュー
トン法 (Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, NAQ) [32–34]に関しても紹介する.

2.4.1 Newton method

ニュートン法 (Newton method, Newton)は局所的に早い収束速度を期待される 2次手法に
基づくアルゴリズムである [1, 2, 20–22]. ニュートン法は (4)の誤差関数 E(w)を wkのまわ
りで 2次近似することで導出される.

E (w) ≃ Ê(w) = E (wk) + ∇E (wk)T ∆w +
1
2
∆wT∇2E (wk)∆w, (40)

ここで,

∇2E(wk) =



∂2E(wk)
∂w2

1,k

∂2E(wk)
∂w1,k∂w2,k

· · · ∂2E(wk)
∂w1,k∂wd,k

∂2E(wk)
∂w2,k∂w1,k

∂2E(wk)
∂w2

2,k
· · · ∂2E(wk)

∂w2,k∂wd,k

...
...

. . .
...

∂2E(wk)
∂wd,k∂w1,k

∂2E(wk)
∂wd,k∂w2,k

· · · ∂2E(wk)
∂w2

d,k


, (41)

は,誤差関数 (4)のヘッセ行列を示し, ∆w = w − wk である. よって, ∆wに対する (40)の最
適解は, ∂Ê(w)/∂w = 0とおくと, (42)となる.

∆w = −
(
∇2E(wk)

)−1 ∇E(wk), (42)
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ここで, wの更新量 ∆wをwkからwk+1への移動方向と考えると, ∆w = wk+1 −wkと考えら
れる. 従って,ニュートン法の更新式が (43)として得られる.

wk+1 = wk −
(
∇2E(wk)

)−1 ∇E(wk). (43)

さらに,ニュートン法における (3)の更新ベクトル vk+1をスカラー値であるステップサイズ
αkを用いて (44)として示すことができる [74].

vk+1 = −αk
(
∇2E(wk)

)−1 ∇E(wk). (44)

ここで, ηk = αk
(
∇2E(wk)

)−1であり,ステップサイズ αk は直線探索法 (Line Search method)

である, Armijo条件 (Armijo’s Condition)またはWolf条件 (Wolf’s Condition)によって求ま
る [1, 2, 20–22, 26]. この手法は 1次手法と比較して,解の近くでは早い収束速度を持ってい
た. しかし,ヘッセ行列が正定値行列である保証がなく,初期値によっては反復が不安定と
なる. また,ヘッセ行列を求める必要があるため,計算コストが問題によっては莫大となる
欠点があった [1, 2, 20–22].

2.4.2 Quasi-Newton method

準ニュートン法 (Quasi-Newton method, QN)は, GDにおける大域的収束性とニュートン
法における局所的に早い収束性を併せ持ち, 非凸最適化問題に対する有効な手法として提
案された [1, 2, 20, 21]. QNでは, Newton法におけるヘッセ行列を正定値対称行列 (Positive

Definite Symmetric Matrix)であるHQN
k で近似することにより収束性を保証すると共にヘッ

セ行列を求めるための 2階微分を省いた, 超 1次収束を持つアルゴリズムである [20, 21].

QNにおける学習率 ηkは,スカラー値のステップサイズ αkおよびHQN
k を用いて,

ηk = αkHQN
k , (45)

として定義される. QNの更新ベクトル vk+1を (46)に示す.

vk+1 = −αkHQN
k ∇E (wk) , (46)

ここで, HQN
k は, (47)に示すように E(w)のヘッセ行列の逆近似行列を表す.

(
∇2E(wk)

)−1 ≈ (BQN
k )−1 = HQN

k , (47)
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QNは, BQN
k を (40)の ∇2E(wk)に代入することで導出される.

E (w) ≃ Ê(w) = E (wk) + ∇E (wk)T ∆w +
1
2
∆wTBQN

k ∆w, (48)

ここで, (48)の最適解は ∂Ê(w)/∂w = 0とおくと, (49)となる.

BQN
k ∆w = −∇E(wk). (49)

(49)では wの更新量 ∆wを wkから wk+1への移動方向と考えると, ∆w = wk+1 − wkと考え
られる. QNでは (49)の連立 1次方程式の解として ∆wを求める. これにより,ヘッセ行列の
計算が不要となる. QNでは,ヘッセ行列の情報を近似行列に取り込むため, (50)のセカント
条件 (Secant Condition)が満たされるように,正定値対称性行列である (BQN

k )−1 = HQN
k を更

新する必要がある [20–22, 26].

yk = BQN
k+1sk, または sk = HQN

k+1yk. (50)

ここで, skと ykをそれぞれ (51)と (52)に示す.

sk = wk+1 − wk, (51)

yk = ∇E (wk+1) − ∇E (wk) , (52)

(50)のセカント条件を導出するため, ∇E(wk)を wk+1の回りでテイラー展開すると, (53)が
得られる.

∇E(wk) ≃ ∇E (wk+1) + ∇2E (wk+1) (wk − wk+1) + ..., (53)

ここで, (53)を 2次の項までだけとし, ∇2E (wk+1) = BQN
k+1とすると (54)が成立する.

BQN
k (wk+1 − wk) ≃ ∇E (wk+1) − ∇E(wk). (54)

ここで,右辺と左辺の差分の項にそれぞれ skとykを代入すると, (50)のセカント条件が得られ
る. これまでに, HQN

k を更新する手法として,ランク 1更新式に基づく SR1(Symmetric Rank-

1)公式とランク 2更新式に基づく DFP(Davidon-Fletcher-Powell), BFGS(Broyden-Fletcher-

Glodfarb-Shanno)公式,そして Broyden公式族 (Broyden Family)が提案されている [1, 2, 20,

21]. 近年, BFGS公式がもっとも効果的であると考えられているため,多くの QNを用いた
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最適化では BFGSが使用されている [21]. BFGS公式を (55)と (56)に示す.

BQN
k+1 = BQN

k −
BQN

k sksT
k BQN

k

sT
k BQN

k sk
+

ykyT
k

yT
k sk

. (55)

HQN
k+1 = HQN

k −
(HQN

k yk)sT
k + sk(HQN

k yk)T

sT
k yk

+

1 + yT
k HQN

k yk

sT
k yk


 sksT

k

sT
k yk


=

I − yksT
k

sT
k yk

T

HQN
k

I − yksT
k

sT
k yk

 +  sksT
k

sT
k yk

 .
(56)

(55)の BQN
k+1行列から (56)のHQN

k+1行列への導出に関しては付録Aに示す. さらに, QNのア
ルゴリズムを Algorithm 8に示す.

Algorithm 8 Quasi-Newton method (QN) -BFGS-
Require: ϵ, kmax

Initialize: w1 ∈ Rd, HQN
1 = I(unit matrix)

1: k = 1
2: Calculate ∇E(w1);
3: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
4: Calculate stepsize αk;
5: Update vk+1 = −αkHQN

k ∇E(wk);
6: Update wk+1 = wk + vk+1;
7: Calculate ∇E(wk+1);
8: Calculate sk and yk using (51) and (52);
9: Update HQN

k+1 using (56);
10: k = k + 1;
11: end while

Return: wk

2.4.3 Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method

慣性項付 2次近似勾配モデルを用いた準ニュートン法,別名ネステロフの加速準ニュート
ン法 (Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, NAQ)は, QNが誤差関数 E(w)を wk の
まわりで 2次近似するに対して, (57)に示すように, E(w)を wk + µkvkのまわりで 2次近似
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する [32–34].

E (w) ≃ Ê(w) = E (wk + µkvk) + ∇E (wk + µkvk)T ∆w

+
1
2
∆wT∇2E (wk + µkvk)∆w.

(57)

(57)では, ∆w = w − (wk + µkvk)である. ここで, ∆wに対する最適化の条件, ∂Ê(w)/∂w = 0

より, (58)を得る.

∆w = −
(
∇2E (wk + µkvk)

)−1 ∇E (wk + µkvk) . (58)

ここで, w の更新量 ∆w を wk + µkvk から wk+1 への移動方向と考えると, ∆w = wk+1 −

(wk + µkvk)と考えられる. 従って, NAQの更新式を (59)の通りに示すことができる.

wk+1 = (wk + µkvk) −
(
∇2E (wk + µkvk)

)−1 ∇E (wk + µkvk) . (59)

(59)は慣性項 µkvkを持つニュートン法と見なされる. ここで,ヘッセ行列の逆行列∇2E(wk +

µkvk)は, HNAQ
k+1 行列として近似され,その反復式は,

HNAQ
k+1 = HNAQ

k −
(HNAQ

k qk)pT
k + pk(HNAQ

k qk)T

pT
k qk

+

1 + qT
k HNAQ

k qk

pT
k qk


pkpT

k

pT
k qk


=

(
I −

qkpT
k

pT
k qk

)T

HNAQ
k

(
I −

qkpT
k

pT
k qk

)
+

(pkpT
k

pT
k qk

)
,

(60)

である. ここで, pkと qkはそれぞれ (61)と (62)より求められる.

pk = wk+1 − (wk + µkvk), (61)

qk = ∇E(wk+1) − ∇E(wk + µkvk). (62)

(60)は, NAQのセカント条件 qk = (HNAQ
k+1 )−1pk およびランク 2更新式から導出された [34].

さらに, (60)の更新行列HNAQ
k+1 は, HNAQ

k が正定値対称行列であれば,正定値対称特性を保持
することが証明されている [34]. NAQにおける (3)の更新ベクトル vk+1を (63)に示す.

vk+1 = µkvk − αkHNAQ
k ∇E(wk + µkvk). (63)

ここで, 0 < µk < 1であり, 通常は 1に近い値に設定される [14, 32–34]. また, µk = 0の場
合, NAQと QNは一致する. NAQは,慣性項 µkvk およびネステロフの加速勾配と呼ばれる
∇E(wk + µkvk)を用いて QNの収束速度を大幅に高速化した手法である. これは, 慣性項が
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(a) QN (b) NAQ

図 21: QNと NAQの重みの更新ベクトル表現

QNの加速において有効であることを示している [32–34]. QNとNAQの重みの更新ベクト
ル表現を図 21に示す [34].

NAQのアルゴリズムをAlgorithm 9に示す. このアルゴリズムより,学習ループにおいて
∇E(wk + µkvk)と ∇E(wk+1)の 2つの勾配計算が必要であることが確認できる. これらの勾
配はそれぞれ Step.3と 7に示されている. 従って, NAQは 1反復において 2回勾配を計算す
るため, QNと比較して 1反復の計算時間が増加する. これはNAQの欠点であると考えられ
る. しかし, NAQは学習全体の反復回数が QNと比較して大幅に削減されているため,欠点
の影響があまり注目されていない手法である [32–34].

Algorithm 9 Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method (NAQ)
Require: ϵ, kmax, µk

Initialize: w1 ∈ Rd, HNAQ
1 = I(unit matrix), v1 = 0

1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Calculate ∇E(wk + µkvk);
4: Calculate stepsize αk;
5: Update vk+1 = µkvk − αkHNAQ

k ∇E(wk + µkvk);
6: Update wk+1 = wk + vk+1;
7: Calculate ∇E(wk+1);
8: Calculate pk and qk using (61) and (62);
9: Update HNAQ

k+1 using (60);
10: k = k + 1;
11: end while

Return: wk
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2.5 まとめ

本章では,最適化問題と NNの概念,そして NNにおける勾配の導出に関して説明を行っ
た. さらに, NNにおいて最適化手法として用いられる 7種類の 1次手法, GD [1, 48, 49],

CM [1,11,12,48,49], NAG [1,13,14,48,49], AdaGrad [1,9,16,48,49], RMSprop [1,9,17,48,49],

AdaDelta [1,9,18,48,49]そしてAdam [1,9,19,48,49]と 3種類の 2次 (超 1次)手法, Newton

[20,21], QN [20,21]とNAQ [32–34]を紹介した. 1次と 2次手法のそれぞれのアルゴリズム
の関連性を簡素にまとめた図を図 22と 23に示す.

図 22: 1次手法のアルゴリズムの関係

図 23: 2次手法のアルゴリズムの関係
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3 適応的ネステロフの加速準ニュートン法

本章では,本研究の 1つ目の課題であった, NAQにおける慣性項のハイパーパラメータ問
題に着目し, 解決手法として適応的ネステロフの加速準ニュートン法 (Adaptive Nesterov’s

Accelerated Quasi-Newton method, AdaNAQ)を提案する [35,36]. 提案手法は,学習初期の段
階では, 慣性項を小さな値に設定し, 学習が安定した後, 慣性項を増加させることで学習を
高速化させることを可能にする. 慣性項を適応的に変化させることにより,学習が安定する
ため,複数回の試行を行っても同精度の学習結果が得られる. 従って, AdaNAQは従来手法
の NAQの欠点であったハイパーパラメータ問題および複数回の試行における重みの初期
値に対する学習精度の依存を解消できる. 提案手法を非線形性の高い 2つの関数近似問題と
2つのマイクロ波回路モデリング問題に対するNNの学習に応用し,従来手法と比較を行っ
た上,その有効性を計算機実験により示す.

3.1 適応的慣性係数

最適化問題において, 一般的に慣性項のモーメント係数 µk の範囲は, 0 < µk < 1である.

NNの学習では, µkの非凸型性質のため,通常では全ての反復において固定されるハイパー
パラメータとして用いられる [13, 14, 32–34]. µk が 0に近い場合,慣性項の効果が制限され
るため, 学習の収束速度が遅くなる. 一方, µk が 1に近づくと, 学習速度は速くなる傾向が
あるが,収束は不安定化する. 従って,ハイパーパラメータ µkは 1に近い値を実験に基づい
て設定することで,高速な収束を得る. 近年,モーメント係数 µkを適応的に導出する 1次手
法が,強凸性質を持つ最適化手法の分野で注目を集めている [13,75]. 適応的慣性 (モーメン
ト)係数 µk は,凸最適化問題に対する 1次手法に基づく最適化手法として [13]で提案され
た. 提案された適応的慣性係数 µk(適応的 µk)を (64)と (65)に示す.

µk =
θk(1 − θk)
θ2

k + θk+1
, (64)

θ2
k+1 = (1 − θk+1)θ2

k + γθk+1. (65)

ここで, θ1 = 1であり, γ = ι/Lpでは Lpはリプシッツ (Lipschitz)定数であり, ιは強い凸性
(Strong Convex Property)である [13]. γの最適値を求めることが困難であるため,通常, γは
十分に小さな値に設定される [76]. 本研究では,従来の研究 [35,36]に基づき γ = 1.0 × 10−5

と設定する. この最適化手法は,強凸問題と O(1/k2)の収束率 [13]に対して,従来の 1次手
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図 24: 反復回数に対する µkの変化

法よりも厳密な反復回数の下限をもたらした. 反復回数 kに対する µkの変化グラフを図 24

に示す. 図より,反復回数の増加に伴って µkも徐々に増加することがわかる.

NAQは,学習全体の計算時間をQNと比較して,大幅に高速化させることに成功した. 一
方で, ハイパーパラメータであるモーメント係数 µk は反復全体で固定されていた. このた
め,高速かつ安定した解を得るため,慎重に選択する必要があった [32–34]. 具体的には, µk

が 0に近い値の場合,解は小さな誤差を得るが,収束に必要な反復回数は増加し, QNと同様
または近い結果を得る. 一方で, µk が 1に近い値に設定されていると,学習時間は高速化す
るが,学習の安定性は低下し,誤差の減少が重みwの初期値に強く依存するようになる. 従っ
て,誤差は常に十分小さな値まで減少することができなくなる. よって,学習の安定性に対
しては, µkの値が小さな値に設定されるとき,ロバスト (Robust,別名:堅牢)性が高く,安定
している. しかし, NAQの高速な性質を維持するために, µk を増加させる必要がある. 従っ
て, µkの値は多くの経験に基づいて設定する必要性があった [13,14,32–34]. 本研究では,こ
の問題を解決するため, (64)と (65)の適応的 µk [13]をNAQに導入した,適応的ネステロフ
の加速準ニュートン法 (Adaptive Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, AdaNAQ)を
提案する. 適応的モーメント係数 µkは,学習中に,徐々にその値を 0から 1に変化させるこ
とにより NAQの高速な収束速度を維持できた. これにより学習の安定性を維持しつつ,重
み wの初期値に対するロバストな学習を可能とすることが期待される. AdaNAQでは前述
の 2つの要素が保たれるために,適応的 µkの更新が非常に重要となる. もし,学習初期の反
復から適応的 µkが更新を行えば,適応的 µkの値が早い段階で 1に近づくため,小さな誤差

40



3 適応的ネステロフの加速準ニュートン法 3.2 実験
を得ることが困難になる. 本研究では,この問題を克服するため,実験に基づき,初期の反復
において, µ1 = 0と設定し,反復の増加につれて ||∇E(wk)|| < 10−5の条件を満たしたときよ
り更新を行うように設定した. これは, NNの学習における最適解の周囲では勾配停滞,つま
り,プラトーが発生する事実に基づいた理由を考慮し,設定している [77]. 従って,学習の初
期の反復では慣性項による勾配のオーバーシュート (Overshoot)を避けるため, QNによる
更新を行う. その後,条件が満たされたときより,適応的 µk の更新が開始され,慣性項によ
る加速が始まる. これにより, NAQの高速な収束性能を維持しつつ,重みwの初期値に対す
るロバストな学習が行えると期待できる.

3.2 実験

提案手法 AdaNAQの有効性を示すため, 2つの関数近似問題と 2つのマイクロ波回路モ
デリング問題,合計 4つのベンチマーク問題に対してシミュレーションを行った. 本研究で
使用する強非線形問題の学習では,先行研究 [5, 6, 32–34, 68, 69, 78, 79]に基づき, (4)の誤差
関数として (15)のMSEを使用し,各ニューロンは (16)のシグモイド活性化関数を持つ. シ
ミュレーションでは,任意のニューロン数を持つ中間層を含めた階層型NN用いた. 本研究
で取り扱う強非線形問題の最適化では, 最適化アルゴリズムと同様にネットワーク構造も
非常に重要となる. 一般的に,複雑な問題に対する学習では,より大きなネットワークを使
用することで，高精度な学習解を得る. しかし,大きなネットワークは計算コストの増加に
繋がる. 従って,シミュレータによるモデリングコストの削減を理由に NNが応用されてい
るマイクロ波回路のモデリング問題に対しては適していないと考えられる. 本研究では,マ
イクロ波回路のモデリングのように現実世界で応用されている問題に着目し, 小さなネッ
トワークでも高精度な学習結果が得られるアルゴリズムの提案を試みる. 従って, ネット
ワークの構造は許容範囲の解が得られる最小規模のネットワークを実験的に決定した. シ
ミュレーションでは, AdaNAQの性能を GD, CM, NAG, optNAG [13](適応的慣性係数を用
いたNAG), AdaGrad, AdaDelta, RMSprop, Adam, QNそしてNAQといった従来のアルゴリ
ズムと比較し,検討を行った. また,重みwを [−0.5, 0.5]の範囲の一様乱数で初期化し, 20回
の独立した実行を行った. AdaGrad, AdaDelta, RMSprop, Adamといった手法は, 主に確率
的 (ミニバッチ)手法として知られ,応用されている. しかし,本研究で対象とする問題では,

バッチ手法が必要とされる [5]．従って,全てのアルゴリズムに対してバッチ手法を適用す
る [79]. AdaGrad, AdaDelta, RMSprop, Adamの各ハイパーパラメータはそれぞれ [16–19]で
与えられた推奨値に設定した. CM, NAGおよび NAQで使用する固定のモーメント係数 µk
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は, 0.8, 0.85, 0.9, 0.95そして 0.99に設定した. 学習結果の表では,誤差 E(w)(×10−3)の中央
(Median),平均 (Average(Ave.)),最小 (Best),最大 (Worst)値に加え平均の計算時間 (sec)と収
束までに必要な平均の反復回数 (k)を示す. 表では,学習データ Trに対する誤差は Etrain(w)

として表記する. 1つ目の関数近似問題およびマイクロ波回路モデリングの問題では,学習
データセット Tr から独立したテストデータセット Teを用いて, NNの精度を評価し,表に
て Etest(w)として示す. データセット Tr と Teは [−1.0, 1.0]の範囲で正規化されている. 全
ての問題において,学習の終了条件は ϵ = 1.0× 10−8であり,最大反復回数は kmax = 150, 000

とされている. 本実験では, GD, CM, NAG, optNAG, QN, NAQおよび AdaNAQのステップ
サイズ αk(1次手法では αk = ηk)を直線探索およびArmijo条件に基づいて更新する [21,34].

GD, CMおよび QNにおける Armijoの条件式:

E(wk + αkgk) ≤ E(wk) + χαk∇E(wk)Tgk. (66)

NAG, NAQと AdaNAQにおける Armijoの条件式:

E(wk + µkvk + αkgk) ≤ E(wk + µkvk) + χαk∇E(wk + µkvk)Tgk. (67)

ここで, 0 < χ < 1であり,本研究では χ = 10−3とした. gk は探索方向ベクトルであり, GD,

CM, NAG, QNそしてNAQとAdaNAQ(以降, (Ada)NAQと表記する)ではそれぞれ ∇E(wk),

∇E(wk), ∇E(wk + µkvk), HQN
k ∇E(wk)そして H(Ada)NAQ

k ∇E(wk + µkvk)である. αk の更新アル
ゴリズムを Algorithm 10に示す.

Algorithm 10 Calculation of stepsize
Require: αk = 1, i = 0, ls = 10

1: for (i < ls) do
2: if Armijo’s condition (66) or (67) is satisfied then
3: break;
4: else
5: Update αk = (1/2)αk;
6: end if
7: i = i + 1;
8: end for

Return: αk
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3.2.1 関数近似問題

提案手法の有効性を示す, 2つの関数近似問題として, (68)に示す非線形関数近似問題を
使用する [80].

f (x, a, b) = 1 + (x + 2x2)sin(ax2 + b). (68)

ここで, xと aの範囲はそれぞれ x ∈ [−4, 4]と a ∈ [−1, 1]である. この関数では, bの範囲を
変えることにより, f1 と f2 の 2種類の問題が考えられる. 最初に f1 の bを b = 0に設定す
る. これにより, f1は 2つの入力は xと aを持ち, |Tr |には 3,320個の学習点, |Te|には 6,600

個のテストデータが含まれることとなる. 従って, (68)の出力が f (x, a)であることを踏ま
えて, NNの構造は 55個のニューロン数を持つ中間層 1層を含む, 2-55-1(入力-中間ニュー
ロン数-出力)とした. 中間ニューロン数は表 1に示す実験結果より決定した. 表 1では異
なる中間層ニューロン数を持つネットワークに対して, QN, NAQ(µk = 0.85と 0.9)および

表 1: f1問題に対する中間層ニューロン数の比較結果

Hidden
Algorithm µk

Etrain(w)(×10−3) Etest(w)(×10−3)
Neurons Median / Ave. / Best /Worst Median / Ave. / Best /Worst

35

QN - 5.05 / 5.10 / 1.99 / 8.66 4.82 / 4.87 / 1.79 / 8.37

NAQ
0.8 5.37 / 5.45 / 1.54 / 9.89 5.15 / 5.22 / 1.43 / 9.60
0.85 5.03 / 5.27 /1.67 / 13.83 4.70 / 5.06 / 1.59 / 13.40
0.9 5.23 / 5.30 / 1.84 / 11.83 5.04 / 5.07 / 1.71 / 11.40

AdaNAQ - 4.71 / 4.90 / 1.53 / 8.33 4.47 / 4.70 / 1.45 / 8.03

45

QN - 1.19 / 1.44 / 0.56 / 4.88 1.04 / 1.35 / 0.53 / 4.69

NAQ
0.8 1.03 / 1.36 / 0.46 / 4.12 0.94 / 1.29 / 0.43 / 4.00
0.85 1.18 / 1.61 / 0.70 / 4.28 1.10 / 1.53 / 0.66 / 4.02
0.9 1.31 / 3.35 / 0.58 / 42.33 1.22 / 3.23 / 0.54 / 41.40

AdaNAQ - 0.93 / 1.51 / 0.60 / 4.42 0.84 / 1.44 / 0.57 / 4.28

55

QN - 0.58 / 0.67 / 0.32 / 2.59 0.52 / 0.63 / 0.31 / 2.46

NAQ
0.8 0.55 / 0.58 / 0.36 / 1.01 0.50 / 0.54 / 0.35 / 0.90
0.85 0.48 / 0.50 / 0.30 / 0.81 0.44 / 0.47 / 0.28 / 0.73
0.9 0.43 / 0.52 / 0.28 / 1.22 0.40 / 0.49 / 0.26 / 1.10

AdaNAQ - 0.38 / 0.40 / 0.25 / 0.63 0.36 / 0.38 / 0.24 / 0.60

65

QN - 0.35 / 0.35 / 0.22 / 0.58 0.33 / 0.33 / 0.21 / 0.54

NAQ
0.8 0.31 / 0.29 / 0.15 / 0.40 0.29 / 0.27 / 0.14 /0.37
0.85 0.30 / 0.31 / 0.15 / 0.70 0.29 / 0.30 / 0.14 / 0.71
0.9 0.22 / 3.35 / 0.82 / 65.63 0.21 / 124.0 / 0.17 / 2591.0

AdaNAQ - 0.24 / 0.25 / 0.13 / 0.45 0.23 / 0.38 / 0.13 / 0.42

75

QN - 0.26 / 0.27 / 0.14 / 0.46 0.24 / 0.54 / 0.13 / 0.43

NAQ
0.8 0.21 / 0.21 / 0.14 / 0.33 0.20 / 0.20 / 0.13 / 0.30
0.85 0.19 / 0.20 / 0.12 / 0.36 0.18 / 0.18 / 0.12 / 0.34
0.9 0.15 / 0.16 / 0.10 / 0.29 0.14 / 0.15 / 0.09 / 0.27

AdaNAQ - 0.13 / 0.14 / 0.09 / 0.32 0.12 / 0.14 / 0.08 / 0.32
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図 25: 関数 (68)に対する HN = 35と 55の NNモデルとテストモデルの比較

AdaNAQの性能を示す. 本研究では,可能な限り少ないニューロン数で学習を行うことによ
り,強非線形関数を高速にモデル化し,より高い汎化能力を持つ NNを実現させることを目
指す. 表 1より, 中間ニューロン数が 55個のとき, モデル化に適した十分小さな誤差 [78],

Etrain&test(w) < 10−3 を平均と中央値の誤差で得られていることがわかる. 図 25にテスト
データと AdaNAQによって学習された中間ニューロン数 35個の NNモデルと中間ニュー
ロン数 55個のNNモデルの結果を示す. 図では, HNは中間ニューロン数を表し, HN=35と
55のNNモデルはそれぞれのネットワークにおけるもっとも最小なテスト誤差, 1.45× 10−3

と 0.24 × 10−3である. 図より, 55個のニューロン数を持つ NNとテストデータが良好な一
致を示していることがわかる. 本研究では,経験に基づいて全てのシミュレーションにおけ
るネットワーク構造を決定した.

次に, f1の問題に対する他の最適化手法のパフォーマンス結果を表 2に示す. 表よりGD,

CM, NAG, optNAG, AdaGrad, AdaDelta, RMSprop, Adamなどの 1次手法は, 2次手法と比較
して十分に小さい誤差を得ることができなかったことがわかる. 2次手法では, QNは NAQ

そしてAdaNAQと比較して,反復回数が多いため,収束までの計算時間が長くなる. NAQで
は,固定のモーメント係数 µkが増加するにつれて収束速度は増加する一方で,平均の誤差が
大きくなり安定性は低下する. さらに, NAQの µk = 0.95と 0.99のときの最大誤差がそれぞ
れ 42.30と 42.40 × 10−3であり, 1次手法で得られた誤差の最小値とほぼ同様である. 加え
て, µkの増加によって大きくなった誤差は,反復回数の増加に影響している. 一方で,提案手
法のAdaNAQは,高速な収束速度を維持しながらも,誤差の平均および中央値で常に十分小
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表 2: f1問題に対する AdaNAQのシミュレーション結果

Algorithm µk
Etrain(w)(×10−3) Time Iteration Etest(w)(×10−3)

Median / Ave. / Best /Worst (sec) counts (k) Median / Ave. / Best /Worst
GD - 42.30 / 42.28 / 42.10 / 42.30 410 150,000 41.30 / 41.30 / 41.20 / 41.40

CM

0.8 38.66 / 39.12 / 32.80 / 42.50 223 107,681 37.30 / 38.30 / 32.10 / 44.20
0.85 37.84 / 37.59 / 32.80 / 42.50 264 117,589 37.10 / 36.70 / 31.90 / 41.50
0.9 34.50 / 34.60 / 17.50 / 42.50 218 105,594 33.50 / 44.70 / 16.90 / 190.1

0.95 42.30 / 35.20 / 8.96 / 42.50 107 55,779 41.40 / 34.70 / 8.55 / 41.50
0.99 42.45 / 40.53 / 2.03 / 42.50 16 8,971 41.50 / 40.60 / 1.93 / 52.10

NAG

0.8 42.50 / 42.26 / 40.40 / 42.50 95 54,162 41.50 / 4605.1 / 39.40 / 95900.1
0.85 42.50 / 42.48 / 42.30 / 42.50 42 24,013 41.50 / 22074.0 /41.40 / 190501.0
0.9 42.50 / 42.49 / 42.30 / 42.50 5 3,248 41.50 / 13292.0 / 41.40 / 129001.0

0.95 42.50 / 42.50 / 42.50 / 42.50 0.03 15 42.20 / 16964.0 / 41.50 / 120093.1
0.99 42.50 / 42.50 / 42.50 / 42.50 0.03 14 41.50 / 4363.3 / 41.50 / 63300.0

OptNAG - 33.00 / 34.41 /16.60 / 41.40 336 150,000 32.10 / 33.50 / 16.00 / 40.40
AdaGrad - 39.60 / 39.49 / 36.10 / 42.10 181 150,000 38.70 / 38.50 / 35.10 / 41.10
AdaDelta - 299.5 / 426.4 / 52.59 / 986.6 222 150,000 303.0 / 426.5 / 52.61 / 987.6
RMSprop - 33.30 / 33.11 / 32.00 / 33.30 176 150,000 32.40 / 32.30 / 31.10 / 32.50

Adam - 9.63 / 11.12 / 1.30 / 31.60 174 150,000 8.39 / 10.80 / 1.23 / 30.80
QN - 0.58 / 0.67 / 0.32 / 2.59 172 135,424 0.52 / 0.63 / 0.31 / 2.46

NAQ

0.8 0.55 / 0.58 / 0.36 / 1.01 136 43,792 0.50 / 0.54 / 0.35 / 0.90
0.85 0.48 / 0.50 / 0.30 / 0.81 127 40,649 0.44 / 0.47 / 0.28 / 0.73

NAQ 0.9 0.43 / 0.52 /0.28 / 1.22 108 34,708 0.40 / 0.49 / 0.26 / 1.10
0.95 0.44 / 2.59 / 0.26 / 42.30 84 26,960 0.41 / 2.53 / 0.24 / 41.40
0.99 0.56 / 9.25 / 0.15 / 42.40 65 21,437 0.45 / 9.01 / 0.14 / 41.50

AdaNAQ - 0.38 / 0.40 / 0.25 / 0.63 84 28,337 0.36 / 0.38 / 0.24 / 0.60

さい値を得ている. つまり, AdaNAQは収束が速く, 重み wの初期値によらず, 全ての試行
においてロバストな学習を行うことができることがわかる.

2つ目の関数近似問題として, (68)の bを b ∈ [−0.5, 0.5]の範囲に設定し, f2とする. この
問題では,入力は x, aそして bの 3つの要素であり, |Tr |には 10,080個の学習点が含まれる.

f2の問題ではテストデータが存在しないため,この問題では学習誤差,計算時間および反復
回数の比較のみを行う. 学習に使用するNNの中間ニューロン数を f1と同様に 55個とする.

従って, NNの構造は 3-55-1となる. f2の実験結果を表 3に示す. 表 3では, 1次手法は f1と
同様に十分小さな誤差を得られなかったため,ここでは除外した. 表より, f2の問題に対する
実験結果は f1と同様の指向があることがわかる. つまり,大きな固定の µkの値を持つNAQ

の反復回数は少ないものの,誤差の最大値と最小値が大幅に掛け離れ,平均値が高くなって
いる. これは,アルゴリズムが不安定であることを意味する. 一方で, AdaNAQでは,誤差の
平均値と中央値が共に小さな値を得ることができている. 従って, 提案手法は重み wの初
期値によらず,収束速度の低下が少なく,ロバストであることがわかる. これより,提案手法

45



3 適応的ネステロフの加速準ニュートン法 3.2 実験
AdaNAQは,非線形性の高い関数問題の学習に有効であり,実用的であると結論付けられる.

表 3: f2問題に対する AdaNAQのシミュレーション結果

Algorithm µk
Etrain(w)(×10−3) Time Iteration

Median / Ave. / Best /Worst (sec) counts (k)
QN - 0.77 / 1.03 / 0.44 / 2.59 849 117,312

NAQ

0.8 0.70 / 1.24 / 0.39 / 3.49 717 47,137
0.85 0.63 / 2.59 / 0.33 / 38.42 556 36,565
0.9 0.59 / 3.47 / 0.37 / 38.42 446 29,286
0.95 0.64 / 5.89 / 0.27 / 38.55 355 23,260
0.99 0.67 / 9.77 / 0.31 / 38.50 373 22,546

AdaNAQ - 0.49 / 0.56 / 0.36 / 1.96 408 26,913

3.2.2 マイクロ波回路モデリング問題 1：microstrip Low-Pass Filter

次に, AdaNAQの有効性を調べるため,マイクロ波回路のモデリング問題である LPFを検
討する. 詳細を 2.4節に記載したこの問題では,入力は周波数 f と幅 Dの 2つであり,出力は
Sパラメータの大きさ |S11|と |S21|の 2つである. NNの構造は, 45個のニューロン数を持つ
中間層 1層を含むと 2-45-2となる. LPFの構造図と入力である周波数 f と幅 Dそして出力
の Sパラメータの関係を示した図それぞれ 18と 19に示す. LPFの実験結果を表 4に示す.

表より,これまでの実験と同様に, 1次手法は小さな学習およびテスト誤差が得られないこ
とがわかる. NAQの収束速度は,固定の µkが増加するに連れて増加する. しかし, µk = 0.95

と 0.99では, NAQの学習は不安定になる. これは,平均と中央および最小と最大の誤差の差
からもわかる. 一方で, NAQ (µk = 0.9)とAdaNAQでは,中央,平均,最小そして最大の誤差,

全てにおいて非常に小さな値を得ることができている. このことから, AdaNAQは,複数回
の試行において重みwの初期値によらず堅牢であるが, NAQの堅牢性はハイパーパラメー
タであるモーメント係数 µkに強く依存すると結論付けられる.

D

図 18: LPFの構造
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図 19: LPFの学習データ

このシミュレーションでは, モデリングの精度を測定するため, AdaMoQによって学習
された NNの最小テスト誤差である Etest(w) = 0.44 × 10−3 のモデルを, テストデータ D =

13, 15, 17, 19mmと比較し,そのグラフを図 26～29に示す. 図 26～29より, NNのモデルと
テストデータが良好な一致を示していることがわかり,これは高精度なモデリングができて
いることを示す.

図 26: LPFD = 13 mmに対する AdaNAQの NNモデルとテストデータの比較
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表 4: LPFに対する AdaNAQのシミュレーション結果

Algorithm µk
Etrain(w)(×10−3) Time Iteration Etest(w)(×10−3)

Median / Ave. / Best /Worst (sec) counts (k) Median / Ave. / Best /Worst
GD - 24.94 / 24.99 / 24.80 / 25.30 218 150,000 21.48 / 21.51 / 21.38 / 21.70

CM

0.8 21.15 / 19.72 / 7.07 / 26.90 182 142,866 18.10 / 16.70 / 5.16 / 22.71
0.85 18.84 / 18.28 / 7.75 / 29.21 147 121,464 17.17 / 28.00 / 5.68 / 205.0
0.9 8.57 / 16.28 / 5.62 / 29.21 117 99,428 6.22 / 15.21 / 3.87 / 59.63

0.95 28.90 / 23.87 / 3.37 / 29.21 57 50,916 25.46 / 21.84 / 2.18 / 47.80
0.99 29.20 / 28.44 / 22.82 / 29.21 38 12,477 25.50 / 39.33 / 20.14 / 264.0

NAG

0.8 22.20 / 21.16 / 12.40 / 29.20 177 142,858 19.60 / 18.09 / 9.88 / 25.50
0.85 22.15 / 20.40 / 11.50 / 29.20 166 135,716 19.55 / 17.60 / 9.02 / 26.00
0.9 24.01 / 21.72 / 11.40 / 29.20 115 97,509 21.36 / 58.39 / 9.04 / 819.0

0.95 29.17 / 26.11 / 10.60 / 29.21 64 35,743 25.46 / 24.31 / 8.59 / 52.86
0.99 29.20 / 28.93 / 27.00 / 29.21 0.11 31 25.74 / 38.83 /25.40 / 174.9

optNAG - 19.95 / 17.44 / 8.88 / 23.79 225 150,000 17.24 / 14.68 / 6.20 / 20.84
AdaGrad - 24.82 / 24.81 / 24.27 / 25.09 136 150,000 21.43 / 21.39 / 21.08 / 21.52
AdaDelta - 728.3 / 900.5 / 120.7 / 2266.4 134 150,000 729.2 / 902.7 / 119.3 / 2277.3
RMSprop - 19.16 / 16.88 / 9.02 / 23.40 133 150,000 17.21 / 14.62 / 6.39 / 21.42

Adam - 5.70 / 5.83 / 2.78 / 18.80 146 150,000 4.89 / 5.54 / 1.90 / 21.77
QN - 0.73 / 0.80 / 0.59 / 1.49 127 102,629 0.64 / 1.65 / 0.44 / 11.3

NAQ

0.8 0.68 / 0.70 / 0.57 / 0.95 111 50,082 0.61 / 3.44 /0.42 / 50.00
0.85 0.70 / 0.70 / 0.50 / 1.02 104 46,697 0.63 / 0.78 / 0.43 / 2.34
0.9 0.70 / 0.68 / 0.54 / 0.87 92 41,709 0.70 / 0.91 /0.45 / 2.58

0.95 0.81 / 24.69 / 0.44 / 395.0 110 50,117 1.39 / 122.0 / 0.51 / 2020.0
0.99 16.62 / 53.11 / 0.54 / 446.0 31 14,878 20.05 / 139.0 / 0.54 / 1520.0

AdaNAQ - 0.64 / 0.65 / 0.53 / 0.96 67 31,677 0.78 / 1.02 / 0.44 / 3.86

図 27: LPFD = 15 mmに対する AdaNAQの NNモデルとテストデータの比較
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図 28: LPFD = 17 mmに対する AdaNAQの NNモデルとテストデータの比較

図 29: LPFD = 19 mmに対する AdaNAQの NNモデルとテストデータの比較

3.2.3 マイクロ波回路モデリング問題 2：Microstrip Patch Antenna

最後に, 提案手法 AdaNAQを図 30に示す長方形型Microstrip Patch Antenna (MPA) [81]

のNNモデルの開発に応用する. MPAのNNモデルの入力は,長さ L,幅W,周波数 f および
マイクロストリップフィードの相対距離 (x/L)である Rによって示される. 2つの出力は, S

パラメータ |S 11|の実数部と虚数部に割り当てられる. 長さ Lおよび幅Wの範囲は 2 mm刻
みの間隔で 10 ≤ L,W ≤ 30 mmまでのモデリングを考える. 周波数 fの範囲は 0.5 GHz刻み
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図 30: MPAの構造

の間隔で 0.5 ≤ f ≤ 5.0 GHzまでであり, Rの範囲は 10刻みの間隔で 10 ≤ R ≤ 85とした.

MPA問題は 10,890個のサンプルデータを持つ. 本研究のシミュレーションでは, |Tr |と |Te|

に対してそれぞれ 10,000および 890個のサンプルを全サンプルデータからランダムに分別
した. MPAのモデリングにおいて,学習データと入力の次元が大きいため, LPFよりも複雑
な最適化問題となる. 従って, MPAでは,ニューロン数 1,000個以上を持つ中間層 1層のネッ
トワークでは小さな学習誤差を得ることができなかった. よって, NNの構造は 4-50-150-2

とした. つまり, NNのネットワークを拡大させ, 50と 150個のニューロン数を持つ中間層 2

層のネットワークで学習を行った. この実験では, AdaNAQの性能を調べるため, Adam, QN

およびNAQ (µk = 0.8, 0.85, 0.9,そして 0.95)との比較を行い,最大反復回数は kmax = 50, 000

とした. MPAモデリング問題の実験結果を表 5に示す. 表より, Adam, QN,および全ての固
定の µkにおけるNAQでは十分に小さな学習とテスト誤差が得られていないことがわかる.

一方, AdaNAQのみもっとも少ない反復回数と計算時間で,学習と検証誤差を実用的な小さ
な値まで減少させることができている. さらに, AdaNAQの平均と中央値誤差も十分に小さ
いことが確認できる. 従って,提案手法がMPAのような大規模かつ複雑な問題に対しても
有効であることが確認できた.

表 5: MPAに対する AdaNAQのシミュレーション結果

Algorithm µk
Etrain(w)(×10−3) Time Iteration Etest(w)(×10−3)

Median /Ave. / Best /Worst (sec) counts (k) Median / Ave. / Best /Worst
Adam - 5.29 / 5.29 / 1.70 / 10.47 8,757 50,000 6.84 / 6.84 / 2.55 / 13.06
QN - 1.91 / 1.91 / 1.75 / 2.09 7,416 27,856 3.29 / 3.31 / 2.91 /4.21

NAQ

0.8 3.57 / 69.10 / 1.44 / 313.7 5,846 11,993 5.05 / 96.70 / 2.70 / 631.2
0.85 5.05 / 90.22 / 1.88 / 314.0 6,913 13,340 7.06 / 109.1 / 3.32 / 527.0
0.9 5.69 / 58.86 / 1.91 / 310.0 4,215 9,560 7.72 / 77.68 / 3.06 / 535.3

0.95 12.50 / 89.20 / 1.81 / 300.7 6,641 13,755 14.40 / 109.1 / 2.70 / 543.6
0.99 166.5 / 160.5 / 7.10 / 284.0 2,066 4,657 176.2 / 176.2 / 9.05 / 550.1

AdaNAQ - 0.73 / 0.73 / 0.59 / 0.91 3,965 9,190 1.75 / 1.75 / 1.25 / 2.34

50



3 適応的ネステロフの加速準ニュートン法 3.3 まとめ

3.3 まとめ

本章では,本研究の 1つ目の研究課題であった, NAQ [32–34]のハイパーパラメータ問題と
学習の安定性に着目し,解決手法として適応的ネステロフの加速準ニュートン法 (Adaptive

Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, AdaNAQ)を提案した. NAQでは,慣性係数が
ハイパーパラメータであったため,最適な値に設定する必要があった. このため,多くの経
験と時間を必要とした. さらに,複数回の試行における学習精度はNNの重みwの初期値に
強く依存し,安定した学習が行えなかった. 本研究で提案した AdaNAQでは,凸最適化問題
に対する 1次手法のNAGによる学習において提案された適応的慣性係数をNAQに導入し
た. これにより, NAQの慣性係数は学習初期の段階では 0に近い値で学習を行い,学習が安
定した後, 1に近い値を得ることで,学習を高速化させる. 適応的慣性係数は学習中における
NAQを安定化させるため, 複数回の試行を行っても, 学習は近い解に収束する. 従って, 提
案手法 AdaNAQは, NAQにおけるハイパーパラメータを除去し,ロバストで効果的な収束
特性を得ることで, NAQの問題点を克服することに成功した. 提案手法の有効性は 2つの非
線形問題と 2つの強非線形問題に対する NNの学習に応用し,計算機実験を行い,従来アル
ゴリズムとの比較を行った上,示した. 本研究では,低コストで高精度な学習アルゴリズム
の提案を目指すため,使用する全てのネットワークが,高精度な解を得る最小な NN構造に
設定した. その結果, AdaNAQはマイクロ波回路のモデリングに実用的かつ効果的であるこ
とが確認された. 従って,提案手法はマイクロ波回路のような強非線形問題の正確なNNモ
デルを提供するために有効であると結論付けられる.
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4 慣性付準ニュートン法

本章では,本研究の 2つ目の課題であった, NAQの計算時間の増加に着目し,解決手法と
して NAQで用いられているネステロフの加速勾配を近似した新たな準ニュートン法に基
づく学習アルゴリズムを提案する. これまでに, QNの改良手法がいくつも提案されている.

これまでの改良手法の中で,慣性項による高速化が行われた手法として,マルチステップ準
ニュートン法 (Multi-Step Quasi-Newton method, MSQN) [27–29]と NAQ [32–34]が挙げら
れる. MSQNは過去の学習ステップのパラメータと勾配を曲率情報の更新にのみ用いる手
法である. 一方で, NAQは慣性項とネステロフの加速勾配を曲率情報の更新に使用すると
共に,更新ベクトルにも用いることで, QNの反復回数と総計算時間を大幅に削減した. 結果
として, NAQは, MSQN以上にQNの高速化に成功した. しかし, NAQでは 1反復において
2つの勾配,通常勾配とネステロフの加速勾配を計算する必要があり,これは 1反復の計算
時間を増加させる欠点に繋がった. 本研究では，誤差関数を 2次関数と見なすことで NAQ

に用いられているネステロフの加速勾配を通常勾配の線形和として近似する. 具体的に, 2

次手法では誤差関数を 2次のテイラー展開として近似しているため,誤差関数と 2次のティ
ラー展開で得られた 2次関数との間に親和性を見出すことができると考える. また, NNの
誤差関数は滑らかな関数であるため, 反復点のまわりでは 2次関数と見なすことが可能で
あると考える. 従って,反復点における誤差関数を 2次関数と見なした場合,その誤差は小
さく, 2次関数と近似した誤差関数の勾配ベクトルは線形関数と見なすことができる. よっ
て,ネステロフの加速勾配を通常勾配の重み付の線形和として近似できる. 以上の考え方に
基づき, ここでは 1反復における勾配計算を 1回に抑え, 計算時間の高速化を目指した, 慣
性付準ニュートン法 (Momentum Quasi-Newton method, MoQ)を提案する [37–39]. MoQは,

NAQの高い学習精度を維持しつつも, 1回の反復に必要な計算時間を短縮することが期待
される. さらに,本章では, MoQのハイパーパラメータである慣性係数問題を解決するため,

適応的慣性係数を導入し,適応的慣性付準ニュートン法 (Adaptive Momentum Quasi-Newton

method, AdaMoQ)として提案する. 提案手法を非線形性の高い 2つの関数近似問題, 2つの
マイクロ波回路モデリング問題そして 2つの分類問題に対するNNの学習に応用し,従来手
法と比較を行った上,その有効性を計算機実験により示す.
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4.1 Multi-Step Quasi-Newton method

マルチステップ準ニュートン法 (Multi-Step Quasi-Newton method, MSQN)は, QNのヘッ
セ行列HQN

k の更新において,過去のステップのwmと ∇E（wm), (m = k − 1, k − 2, . . .)を用い
て,セカント条件を拡張させることにより, QNを高速化した手法である [27–29]. MSQNに
おける (3)の更新ベクトル vk+1を (69)に示す.

vk+1 = −αkHMSQN
k ∇E (wk) , (69)

ここで,ヘッセ行列HMSQN
k は (70)と (71)の ŝkと ŷkを用いて, (72)で更新される.

ŝk = wk+1 − (1 + νk)wk + νkwk−1, (70)

ŷk = ∇E(wk+1) − (1 + νk)∇E(wk) + νk∇E(wk−1), (71)

HMSQN
k+1 =

(
I −

ŷkŝT
k

ŝT
k ŷk

)T

HMSQN
k

I − ŷkŝT
k

ŝT
k ŷk

 + ŝkŝT
k

ŝT
k ŷk

. (72)

ここで νkは, (73)より更新される加速項である [29].

νk =
||ŝk−1||2

2||ŝk−2||2 + ||ŝk−1||||ŝk−2||
. (73)

一般的に, MSQNの過去の記憶量mは任意に設定することができる. 本研究では,最も効率
的とされる記憶量m = 2の場合を考える [28,29]. MSQNのアルゴリズムをAlgorithm 11に
示す.
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Algorithm 11 Multi-Step Quasi-Newton method (MSQN)
Require: ϵ, kmax

Initialize: w1 ∈ Rd, HMSQN
1 = I(unit matrix)

1: k = 1
2: Calculate ∇E(w1);
3: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
4: Calculate stepsize αk;
5: Update vk+1 = −αkHMSQN

k ∇E(wk);
6: Update wk+1 = wk + vk+1;
7: Calculate ∇E(wk+1);
8: Update νk using (73);
9: Calculate ŝk and ŷk using (70) and (71);

10: Update HMSQN
k+1 using (72);

11: k = k + 1;
12: end while

Return: wk

4.2 Momentum Quasi-Newton method

本研究では, NAQにおける 1反復の計算時間を短縮するため,その勾配に着目した. NAQ

では, HNAQ
k 行列の更新において, wkでの勾配∇E(wk)(以降,通常勾配)とwkから慣性項 µkvk

だけ移動した点での勾配 ∇E(wk + µkvk),ネステロフの加速勾配を用いている. 一方, QNで
は通常勾配のみが用いられている. 従って,これは NAQの 1反復の計算時間を QNと比較
して,増加させる原因となる. 本研究では,この問題を解決した準ニュートン法に基づく新し
い学習アルゴリズム,慣性付準ニュートン法 (Momentum Quasi-Newton method, MoQ)を提
案する. MoQは,ネステロフの加速勾配ベクトルを現反復の重みwkとその 1反復前の重み
wk−1における通常勾配ベクトルの重み付きの線形和として近似することで, 1反復で用いら
れる勾配計算回数を 1度に抑えることを目指した. 提案手法MoQは,誤差関数をwk + µkvk

の近傍で 2次関数と見なすことで, (4)に示す誤差関数 E（w)を近似して実現した手法であ
る. この仮定は, 2次手法の設計に一般的に用いられる (57)の 2次のテイラー展開 Ê（w)に
相似している. ここで, Ê(w)は 2次関数であるが, E(w)は高次の非線形関数である. しかし,

この近似は 2次近似に基づく手法では有効である. つまり, 1反復内で E(w)はティラー展開
を用いて 2次関数に近似されており,その反復での勾配を導出する際にも 2次関数と近似す
ることを考えた場合,その誤差は小さいと考えられる. これより ∇E(wk + µkvk)の勾配ベク
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トルは線形として近似できる. 従って, (74)を得る.

∇E(wk + µkvk) ≃ ∇E(wk) + µk∇E(vk). (74)

さらに, vk = wk − wk−1であるため, (74)は次のように書き換えることができる.

∇E(wk) + µk∇E(vk) = ∇E(wk) + µk∇E(wk − wk−1)

= (1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1).
(75)

(74)と (75)よりネステロフの加速勾配は通常勾配の重み付き線形和,つまりモーメント係数
µkを用いた ∇E(wk)と ∇E(wk−1)の外挿として近似できることがわかる. 本研究では (75)で
示したモーメント係数 µkを用いた勾配ベクトル µk∇E(vk) = µk{∇E(wk)−∇E(wk−1)}を,慣性
勾配 (Momentum Gradient, MoG)と呼ぶ. 従って, MoQは 2つの慣性項 µkvkおよび µk∇E(vk)

を用いてQNを加速する手法と見なすことができる. MoQにおける (3)の更新ベクトル vk+1

を (76)に示す.

vk+1 = µkvk − αkHMoQ
k {(1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1)}. (76)

(76)において, HMoQ
k 行列は (77)に従って更新される.

HMoQ
k+1 = HMoQ

k −
(HMoQ

k q̂k)pT
k + pk(HMoQ

k q̂k)T

pT
k q̂k

+

1 + q̂T
k HMoQ

k q̂k

pT
k q̂k


pkpT

k

pT
k q̂k


=

(
I −

q̂kpT
k

pT
k q̂k

)T

HMoQ
k

(
I −

q̂kpT
k

pT
k q̂k

)
+

(pkpT
k

pT
k q̂k

)
.

(77)

ここで, MoQのセカント条件 q̂k = (HMoQ
k )−1pkは満たされ, pkと q̂kはそれぞれ (78)と (79)

で示される.

pk = wk+1 − (wk + µkvk) = wk+1 − {(1 + µk)wk − µkwk−1}, (78)

q̂k = ∇E(wk+1) − {(1 + µk)∇E(wk) + µk∇E(wk−1)}. (79)

MoQのアルゴリズムを Algorithm 12に示す. アルゴリズムでは,学習ループにおいて計算
される必要がある勾配は, Step.7の ∇E(wk+1)のみである. つまり,ネステロフの加速勾配の
計算を省き, NAQの問題点であった 1反復における 2回の勾配計算を 1回に抑えることが
できたことを示している.

55



4 慣性付準ニュートン法 4.2 Momentum Quasi-Newton method

Algorithm 12 Momentum Quasi-Newton method (MoQ)
Require: ϵ, kmax, µk

Initialize: w1 ∈ Rd, HMoQ
1 = I(unit matrix), v1 = 0

1: k = 1
2: Calculate ∇E(wk);
3: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
4: Calculate stepsize αk;
5: Update vk+1 = µkvk − αkHMoQ

k {(1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1)};
6: Update wk+1 = wk + vk+1;
7: Calculate ∇E(wk+1);
8: Calculate pk and q̂k using (61) and (62);
9: Update HMoQ

k+1 using (77);
10: k = k + 1;
11: end while

Return: wk

次に, MoQの重みの更新ベクトルの表現を図 31に示す. この図では,青いベクトルはNAQ

の更新,赤いベクトルはMoQの更新そしてグレーのベクトルは過去の更新ベクトルを示す.

ここで, 誤差関数 E(w)が 2次関数である場合, つまり, (74)において等号が成立するとき,

(80)の関係性も成立する.

wk+1 = wk + µkvk − αkHNAQ
k ∇E(wk + µkvk)

= wk + µkwk − µkwk−1 − αkHMoQ
k {(1 + µk)∇E(wk) + µk∇E(wk−1)

= (1 + µk)wk − αk(1 + µk)HMoQ
k ∇E(wk) −

(
µkwk−1 − αkµkHMoQ

k ∇E(wk−1)
)

= (1 + µk)
(
wk − αkHMoQ

k ∇E(wk)
)
− µk

(
wk−1 − αkHMoQ

k ∇E(wk−1)
)
.

(80)

ここで,誤差関数 E(w)の曲率情報の放物線は, HNAQ
k とHMoQ

k が等しいため同じであると考
えられる. 従って,図 31では, MoQの更新ベクトルはNAQのと同様であるように示されて
いる.
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図 31: MoQの重みの更新ベクトル表現

4.2.1 MoQの収束特性

本節では提案手法MoQの収束特性について考察する. (77)に従って更新されるHMoQ
k+1 は

HMoQ
k が正定値対称行列である仮定の下で, 正定値性が保たれる. つまり, 1反復前の行列

HMoQ
k が正定値ならば,以下が成立する:

(a): (77)のHMoQ
k+1 はMoQのセカント条件, q̂k =

(
HMoQ

k+1

)−1
pkを満たす.

(b): HMoQ
k が対称ならば, HMoQ

k+1 も対称である.

(c): HMoQ
k が正定値ならば, HMoQ

k+1 も正定値である.

〈(a)の証明〉: (77)およびセカント条件 q̂k =
(
HMoQ

k+1

)−1
pkより:

(
HMoQ

k+1

)−1
pk =

(I − pkq̂T
k

pT
k q̂k

)T

HMoQ
k

(
I −

q̂kpT
k

pT
k q̂k

)
+

(pkpT
k

pT
k q̂k

)−1

pk (81)

ここで (81)に Sherman-Morrison-Woodbury公式 [21](付録A, (A.4 ))を適用することにより,

=

BMoQ
k +

q̂kq̂T
k

pT
k q̂k
−

BMoQ
k pkpT

k BMoQ
k

pT
k BMoQ

k pk

 pk (82)

ここで BMoQ
k =

(
HMoQ

k

)−1とした.

(
HMoQ

k+1

)−1
pk = BMoQ

k pk +

 q̂kq̂T
k

pT
k q̂k

 pk −
BMoQ

k pkpT
k BMoQ

k

pT
k BMoQ

k pk

 pk = q̂k.

□

〈(b)の証明〉: これは (77)より明らかである.
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□

〈(c)の証明〉: まず, (78)と (79)の pkと q̂kに対して,

pT
k q̂k > 0 (83)

が成立することを示す. ここで,厳密な直線探索によってステップサイズ αkを求めた場合,

dE (wk+1)
dαk

= −∇E(wk+1)THMoQ
k {∇E(wk) + µk∇E(vk)}) = 0, (84)

となる. 従って,

pT
k q̂k = {∇E(wk+1) − (∇E(wk) + µk∇E(vk))}T{wk+1 − (wk + µkvk)}

= {∇E(wk+1) − (∇E(wk) + µk∇E(vk))}T{−αkHMoQ
k (∇E(wk) + µk∇E(vk))},

(85)

ここで, ∇E(wk) + µk∇E(vk) , 0であるため,

pT
k q̂k = αk (∇E(wk) + µk∇E(vk))T HMoQ

k (∇E(wk) + µk∇E(vk)) > 0, (86)

が成立する. ここで,

∇E（wk）+ µk∇E（vk）=（1 + µk）∇E（wk）− µk∇E（wk−1）, (87)

wk + µkvk =（1 + µk）wk − µkwk−1. (88)

である. 次に, BMoQ
k+1 の正定値性,つまり,任意のベクトル r , 0に対して,

rTBMoQ
k+1 r > 0, (89)

であることを示す. (89)では,簡略化のために,
(
HMoQ

k+1

)−1を BMoQ
k+1 として表す. ここで, BMoQ

k+1

が正定値行列ならば, その逆行列 HMoQ
k+1 も正定値行列であることは明らかである [23, 25].

BMoQ
k は正定値行列であるので,正則行列 Cを用いて, BMoQ

k = CCTと分解できる. そこで,
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t = CTrおよび u = CTpkとおくと, (89)は

rTBMoQ
k+1 r = rT

BMoQ
k +

q̂kq̂T
k

pT
k q̂k
−

BMoQ
k pkpT

k BMoQ
k

pT
k BMoQ

k pk

 r

= rTBMoQ
k r +

rTq̂kq̂T
k r

pT
k q̂k

−
rTBMoQ

k pkpT
k BMoQ

k r

pT
k BMoQ

k pk

= rTCCTr +
rTq̂kq̂T

k r
pT

k q̂k
−

rTCCTpkpT
k CCTr

pT
k CCTpk

= tTt +
(rq̂k)2

pT
k q̂k
−

(
tTu

)2

uTu

=

((
tTt

) (
uTu

)
−

(
tTu

)2
)

uTu
+

(
rTq̂k

)2

pT
k q̂k

,

(90)

と変形できる. (86)より, (90)の第 2項に対して,(
rTq̂k

)2

pT
k q̂k

≥ 0, (91)

が成立する. 次に, (90)の第 1項に関して, Cauchy-Schwarz公式 [21]より,任意の 0でない
ベクトル tと uに対して, (

tTt
) (

uTu
)
≥

(
tTu

)2
, (92)

が成立する. (91)および (92)より, (90)に対して,(
tTt

) (
uTu

)
−

(
tTu

)2

uTu
+

(
rTq̂k

)2

pT
k q̂k

≥ 0, (93)

が成立する. ここで, (93)の等号が成立するには

(
tTt

) (
uTu

)
−

(
tTu

)2
= 0, (94)

かつ
rTq̂k = 0, (95)

が成立する時である. ここで, (94)が成立するには,任意の値 γ (, 0)を用いて, t = γuが成立
した時である. この時, t = γuより, r = γpkとなる. これを (95)に代入すると,

rTq̂k = γpT
k q̂k = 0, (96)
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となる. (96)は γ , 0および (86)に矛盾する. つまり, (90)の等号が成立しないことを意味
する. 従って,

rTBMoQ
k+1 r > 0. (97)

が成立する.

□

以上より,提案手法MoQはNAQ [33,34]およびQN [21]と同様な収束性を持つことがわ
かる. つまり, (76)を用いて,更新を行うMoQでは,常に誤差関数 E(w)が減少する方向に更
新させることが可能な勾配法であることがわかる.

さらに,本研究ではMoQにおける数値の安定性とグローバル収束を保持するために, (98)

に示すグローバル収束項 [24,82]を (79)の q̂kに導入した. 本研究では,シミュレーションに
おける公平なアルゴリズム比較を行うため, QN, MSQN, NAQおよび AdaNAQに対しても
MoQと同様にグローバル収束項を導入している [24, 82].

q̂k = ∇E(wk+1) − (1 + µk)∇E(wk) + µk∇E(wk−1) + ξkpk = δk + ξkpk, (98)

ここで, ξkはMoQの収束を保持する係数であり, (99)と (100)で求める.

ξk = ω ∥ (1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1) ∥ +max

 −δT
k pk

∥ pk ∥2
, 0

 , (99)


ω = 2 if ∥ (1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1) ∥2> 10−2,

ω = 100 if ∥ (1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1) ∥2< 10−2.
(100)

4.2.2 計算コスト

2次手法の計算コストとメモリ量を表 6に示す. 表では,勾配評価コストは ndとして表し,

nは学習サンプル数, dはパラメータの次元である. ヘッセ行列の逆近似行列の更新コスト
を d2 とする. 表の全てのアルゴリズムでは, ステップサイズは直線探索法により決定され
るため,探索条件を満たすまで ζ回関数評価を行う. NAQは QNとMoQが各反復で勾配を
1度計算するのに比べ,勾配を 2度計算している. 従って, NAQは追加の計算コスト ndを持
つ. 一方, QNとMoQは各反復あたりの勾配計算回数が 1回であるため,同じ計算コストを
持つと考えられる.

保存されるメモリ量に関しては, QN, NAQおよびMoQでは,過去のヘッセ行列を保持す
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るため, d2のメモリが必要である. さらに, QNと NAQでは sk, yk, pkそして qkを計算する
必要があるため, 2(n + 1)dのメモリ量が追加で必要となる. 一方, MoQにおける q̂k の計算
では,ネステロフの加速勾配の近似を行っているため,過去の勾配を 1つ多く記憶する必要
がある. 従って,メモリ量は (3n + 2)dとなる.

表 6: 2次手法の計算コストとメモリ量の比較

Algorithm Computational Cost Storage
QN nd + d2 + ζnd d2 + 2(n + 1)d

NAQ 2nd + d2 + ζnd d2 + 2(n + 1)d
MoQ nd + d2 + ζnd d2 + (3n + 2)d

ここで,本研究で使用する最小のパラメータ次元 d = 31を持つ問題から最大のパラメー
タ次元 d = 7, 960を持つ問題まで,次元 dの値を少しずつ増加させ,次元 dに対する計算コ
ストとメモリ量の関係性を図 32と 33に示す. グラフを見やすくするため,図 32と 33の y−

軸と x−軸の表記はそれぞれ対数と線形としたと共に,全アルゴリズムの計算コストおよび
メモリ量で共通している項を除外した. 図 32では, QNとMoQの計算コストが同じである
ため，グラフが重なっている. またNAQでは, QNとMoQと比較して勾配計算回数が多い
ため,コストも増加している. 図 33では, QNと NAQに必要なメモリ量が同じであるため，
グラフが重なっている一方で, MoQでは記憶する必要がある勾配が 1つ増えるため,メモリ
量も増加している.

図 32: 2次手法の計算コストの比較
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図 33: 2次手法のメモリ量の比較

4.2.3 適応的慣性係数

本研究において, MoQのロバスト性を向上させるため, 3.1節に示した (64)と (65)の適応
的モーメント係数 µkをMoQに導入し,適応的慣性付準ニュートン法 (Adaptive Momentum

Quasi-Newton method, AdaMoQ)として提案する [40].

µk =
θk(1 − θk)
θ2

k + θk+1
, (64)

θ2
k+1 = (1 − θk+1)θ2

k + γθk+1. (65)

ここで, θ1 = 1であり, γ = 1.0 × 10−5と設定する. AdaMoQでは, NAQと同様にハイパーパ
ラメータ µkが含まれている. 従って，適応的慣性係数 µkを導入することで,学習内で徐々
にその値を 0から 1に変化させる. これにより, AdaMoQは NAQの高速な性質を維持しつ
つ, AdaNAQと同様に学習の安定性を向上させ,重みwの初期値に対するロバストな学習を
可能とする.
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4.3 実験

　本研究では提案手法MoQとAdaMoQ(以降, (Ada)MoQ)の有効性を示すため, 2つの関
数近似問題, 2つのマイクロ波回路モデリング問題そして 2つの分類問題に対するシミュ
レーションを行った. シミュレーションでは,任意のニューロン数を持つ中間層を含めた階層
型 NNを用いた. 本研究の実験において提案手法MoQと AdaMoQは, 1次手法の GD, CM,

NAG,適応的モーメント係数を用いたNAG(OptNAG), AdaGrad, RMSprop, AdaDelta, Adam

および 2次手法の QN, MSQN, NAQそして AdaNAQの従来手法と比較され,その効果に対
して議論される. AdaGrad, RMSprop, AdaDeltaおよび Adamにおける各ハイパーパラメー
タは,それぞれの論文で推奨値とされている値に設定した [16–19]. 本研究では強非線形関
数のNNによるモデリングを対象としているため,全てのシミュレーションでバッチ学習を
行う [79]. シミュレーションに用いる全ての例題において, 10回の異なる重み wの初期値
に対して学習を行い, wは [−0.5, 0.5]内の一様乱数で初期化される. CM, NAG, NAQおよび
MoQに用いられる固定のモーメント係数は 0.8 ≤ µk ≤ 0.95の 0.05刻みとした [14, 34]. 学
習された各NNの結果は, E(w)の中央,平均,最小および最大値に加え平均の計算時間 (sec)

および収束までに必要な平均の反復回数 (k)によって各表で示される. Trの誤差は, Etrain(w)

で示される. テスト (検証)誤差は Etest(w)として示され,この誤差は Trの学習データセット
に依存しないテストデータセット Teを用いて, (4)で計算される. 誤差関数および活性化関
数に関しては,先行研究 [5, 6, 32–34,68,69,78,79]に基づき, 2つの関数近似問題と 2つのマ
イクロ波回路のモデリング問題では誤差関数を (15)のMSEと (16)のシグモイド関数とし
た. また, 2つの画像分類問題では, (19)の CEと (20)のソフトマックス関数に設定した. 入
力の各要素および Tr と Teは,実験において [−1.0, 1.0]の範囲で正規化されている. 本研究
の実験では,各アルゴリズムにおける収束率 (%)も考察されている. 収束率は,学習におけ
る最大反復回数 kmax 内で収束し, 勾配がオーバーシュートせずに解を得た割合を示す. 学
習終了条件は,１つ目の関数近似問題と 2つの分類問題では ϵ = 10−6,そして 2つ目の関数
近似問題および 2つのマイクロ波回路のモデリング問題では ϵ = 10−8とした. 最大反復回
数 kmax = 150, 000とし, ステップサイズ αk は直線探索と Armijo基準を用いて最適化を行
う [20, 21, 34]. MSQNおよび (Ada)MoQに対する Armijoの条件式を (66)と (101)に示す.

MSQNにおける Armijoの条件式:

E(wk + αkgk) ≤ E(wk) + χαk∇E(wk)Tgk. (66)

63



4 慣性付準ニュートン法 4.3 実験
(Ada)MoQにおける Armijoの条件式:

E(wk + µkvk + αkgk) ≤ E(wk + µkvk) + χαk{(1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1)}Tgk. (101)

ここで, 0 < χ < 1であり,本研究では χ = 10−3とした. gkは探索方向ベクトルであり, MSQN

そして (Ada)MoQはそれぞれHMSQN
k ∇E(wk)とH(Ada)MoQ

k {(1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1)}で
ある.

4.3.1 関数近似問題 1

本研究では, (Ada)MoQの有効性を調べるため, 3.2.1節の (68)に示す関数近似問題のモデ
リングを行った [68, 80].

f (x, a, b) = 1 + (x + 2x2)sin(ax2 + b). (68)

この関数では b = 0とし,入力 xと aのそれぞれの範囲は x ∈ [−4, 4)および a ∈ [−1, 1)と
した. |Tr |と |Te|はそれぞれ 3,320個の学習データポイントと 6,600個のテストデータポイ
ントを含む. この問題における NNの構造は 2-55-1である. また, 経験に基づき AdaGrad,

RMSprop, AdaDeltaおよび Adamの学習率をそれぞれ ηk = 0.01, 0.1, 1.0および 0.1とした.

シミュレーションの結果を表 7に示す. 表 7より,本実験で対象としている問題が, BP, CM,

(opt)NAG, AdaGrad, RMSpropおよびAdaDeltaなどの 1次手法にとって,最大反復回数 kmax

内で十分に小さな学習誤差が得られないことがわかる. 一方, Adamにおいては,学習誤差は
減少するが,反復回数が多いため準ニュートン法に基づく全ての 2次手法よりも計算時間を
必要とする. 2次手法の比較において,慣性項を用いた手法である (Ada)NAQと (Ada)MoQ

は, QNとMSQNと比較して,少ない反復回数で高速な学習を可能にしている. つまり,慣性
項が準ニュートン法に基づくアルゴリズムにおいて学習の収束を高速化させる有効な手法
であることがわかる. 提案手法MoQとNAQの比較の観点では, MoQの学習誤差,反復回数
およびテスト誤差はNAQと類似している. 一方,計算時間においては, MoQはNAQよりも
高速に収束している. つまり, (75)は wk + µkvk における勾配の適切な近似であると結論付
けられる. 従って, MoQはNAQにおける勾配計算回数の削減と学習の高速化に成功したと
言える. 一方,学習の収束率において,大きな固定値の µk = 0.9, 0.95を持つMoQは不安定
である. つまり, 勾配が誤差を減少できないため, wの初期値に対する収束率が 100%未満
となる. ただし,この問題は適応的 µk を用いた AdaMoQにおいて改善され, µk の値が増加
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表 7: 関数近似問題 (68)に対するMoQのシミュレーション結果

Algorithm µk
Etrain(w)(×10−3) Time Iteration Etest(w)(×10−3) Convergence

Median / Ave. / Best /Worst (sec) counts (k) Median / Ave. / Best /Worst Rate(%)
GD - 42.31 / 42.28 / 42.23 / 42.31 410 150,000 41.34 / 41.33 / 41.26 / 41.35 -

CM

0.8 38.07 / 39.04 / 32.80 / 42.35 234 120,430 37.16 / 38.11 / 31.97 / 41.38 40
0.85 33.78 / 36.85 / 32.71 / 42.49 200 97,401 32.89 / 91.71 / 31.88 / 599.12 40
0.9 38.11 / 36.60 / 24.28 / 42.49 201 100,179 37.20 / 35.72 / 23.52 / 41.52 40
0.95 42.34 / 39.50 / 27.74 / 42.49 63 34,585 41.44 / 40.48 / 26.95 / 56.96 80

NAG

0.8 42.50 / 42.27 / 40.44 / 42.49 93 52,311 41.53 / 17337.0/ 39.46 / 102448.7 70
0.85 42.49 / 42.49 / 42.47 / 42.49 0.04 18 41.75 / 16252.9 / 41.52 / 90521.6 100
0.9 42.48 / 42.48 / 42.45 / 42.49 0.04 18 331.4 / 12374.2 / 41.52 / 82422.4 100
0.95 42.49 / 42.48 / 42.45 / 42.49 0.03 15 111.4 / 4107.3 / 41.52 / 35249.4 100

OptNAG - 32.85/ 34.92 / 32.76 / 41.40 372 150,000 32.02 / 34.04 / 31.93 / 40.43 -
AdaGrad - 39.72 / 39.42 / 35.05 / 42.21 251 150,000 38.74 / 38.44 / 34.06 / 41.24 -
AdaDelta - 76.50 / 72.12 / 42.38 / 92.93 250 150,000 70.27 / 71.16 / 41.42 / 91.98 -
RMSprop - 33.24 / 33.12 / 32.24 / 33.34 250 150,000 32.40 / 32.28 / 31.41 / 32.49 -

Adam - 3.92 / 6.83 / 1.80 / 25.17 253 150,000 3.67 / 6.57 / 1.72 / 24.49 -
QN - 0.453 / 0.483 / 0.319 / 0.830 257 94,212 0.401 / 0.454 / 0.303 / 0.765 100

MSQN - 0.620 / 0.662 / 0.408 / 1.21 214 78,489 0.593 / 0.618 / 0.385 / 1.10 100

NAQ

0.8 0.567 / 0.861 / 0.336 / 3.85 192 44,348 0.534 / 0.822 / 0.317 / 3.70 100
0.85 0.432 / 0.547 / 0.362 / 1.17 165 38,171 0.407 / 0.517 / 0.341 / 1.10 100
0.9 0.393 / 0.382 / 0.223 / 0.500 132 30,427 0.372 / 0.361 / 0.213 / 0.473 100
0.95 0.521 / 4.26 / 0.291 / 37.85 102 23,546 0.494 / 4.14 / 0.274 /36.95 100

AdaNAQ - 0.442 / 0.459 / 0.268 / 0.679 120 27,701 0.421 / 0.434 / 0.254 / 0.611 100

MoQ

0.8 0.434 / 0.469 / 0.308 / 0.726 118 43,168 0.414 / 0.447 / 0.293 / 0.722 100
0.85 0.516 / 3.01 / 0.327 / 26.06 119 43,640 0.407 / 2.94 / 0.308 / 25.55 100
0.9 0.421 / 0.525 / 0.349 / 0.995 75 27,516 0.399 / 0.489 / 0.327 / 0.902 90
0.95 0.471 / 0.730 / 0.328 / 2.66 80 29,204 0.433 / 0.639 / 0.313 / 2.55 80

AdaMoQ - 0.460 / 0.457 / 0.220 / 0.842 74 27,046 0.435 / 0.428 / 0.206 / 0.773 100

することによって, MoQは高速な収束速度を失うことがなくなった. 加えて, AdaMoQでも
AdaNAQの慣性項による効果が維持されつつ, その反復時間の削減に成功していることが
表からわかる.

この実験では, モデリングの精度を測定するため, AdaMoQによって学習されたニュー
ラルモデルの出力をテストデータと比較し, それを図 34に示した. 入力 aは a = −1とし,

ニューラルモデルはテスト誤差がもっとも小さな値, Etest (w) = 0.220 × 10−3とした. 図 34

より, AdaMoQのニューラルモデルがテストモデルを高精度にモデリングできていること
が確認できる.
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図 34: 関数 (68)に対する AdaMoQの NNモデルとテストモデルの比較

4.3.2 関数近似問題 2: Levy Function

次に, (102)に示す Levy関数 (Rd → R1)を用いてシミュレーションを行う. Levy関数は
最適化問題のベンチマーク問題として用いられる多峰性関数である [83]．

f (x1 . . . xd) =
π

d

{ d−1∑
l=1

[(xl − 1)2(1 + 10 sin2(πxl+1))]

+10 sin2(πx1) + (xd − 1)2
}
, xl ∈ [−4, 4],∀l.

(102)

ここで, dは入力の次元を示す. 図 35に (102)の Levy関数, d = 2次元の関数を示す. この図
より, Levy関数が非常に非線形な入出力特性を持つことがわかる. 本研究では,問題の非線
形性を更に増加させるため,入力ベクトル xの次元を d = 5に設定した. 入力 xi, i ∈ 1, . . . , 5

を [−4, 4]の間の一様乱数で学習データとして生成し,その学習データ数は |Tr | = 5, 000とし
た. この問題では,出力は f (x1 . . . xd)であり, 50個のニューロン数を持つ 1層の中間層を含
む NNを用いて学習を行った. 従って, NNの構造は 5-50-1となる. Levy関数のシミュレー
ション結果を表 8に示す. 今後,シミュレーションの比較において前節でGD, CM, (Opt)NAG,

AdaGrad, RMSpropおよび AdaDeltaが学習誤差を減少できなかったため, 比較の対象外と
する. 表 8より, Adamは学習誤差を減少させているが,最大反復回数 kmaxまでに学習が続
くため,計算時間を長く必要とすることがわかる. このため, Adamの収束率は “-”として示
した. 2次手法の比較において, QN, MSQN, NAQおよびMoQは十分に誤差が減少してい
る. ここで, NAQ (µk = 0.95)とMoQ (µk = 0.9と 0.95)の誤差の平均値および最大値は他の
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図 35: Levy関数 f (x1, x2)

アルゴリズムと比較して大きくなっている. 一方で,最小値は同等の誤差を得ている. つま
り, MoQは固定の µkの 2つの値で学習が不安定であるため, MoQの固定の µkはNAQと比
較して慎重に選択する必要がある. これに対してAdaNAQとAdaMoQは安定して,中央,平
均,最小と最大の誤差を減少できている点から,適応的 µkは学習を安定化させ,複数の試行
において重み wの初期値に対するロバスト性を向上できることが分かる. 計算時間の高速
化に関しては,前節と同様の結果が得られたことから, (Ada)MoQは有効な学習アルゴリズ
ムであることを示すことができた.

表 8: Levy関数に対するMoQのシミュレーション結果

Algorithm µk
Etrain(w)(×10−3) Time Iteration Convergence

Median / Ave. / Best /Worst (sec) counts (k) Rate(%)
Adam - 0.075 / 0.075 / 0.049 / 0.099 698 150,000 -
QN - 0.004 / 0.004 / 0.002 / 0.009 90 14,983 100

MSQN - 0.099 / 0.099 / 0.099 / 0.099 43 8,360 100

NAQ

0.8 0.005 / 0.005 / 0.003 / 0.012 63 5,787 100
0.85 0.004 / 0.005 / 0.003 / 0.011 59 5,301 100
0.9 0.005 / 0.006 /0.003 / 0.018 56 5,024 100

0.95 0.004 / 3.07 / 0.002 / 30.72 53 4,691 100
AdaNAQ - 0.007 / 0.006 / 0.003 / 0.010 48 4,748 100

MoQ

0.8 0.007 / 0.086 / 0.003 / 0.807 36 5,902 100
0.85 0.004 / 0.015 / 0.003 / 0.113 34 5,454 100
0.9 0.007 / 1.82 / 0.003 / 18.09 29 4,748 100

0.95 0.679 / 5.15 / 0.004 / 51.38 29 4,637 100
AdaMoQ - 0.006 / 0.007 / 0.004 / 0.010 33 5,739 100
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4.3.3 マイクロ波回路モデリング問題１: microstrip Low-Pass Filter

次に,提案手法 (Ada)MoQを 2.4節および 3.2.2節で用いたmicrostrip Low-Pass Filter (LFP)

[34, 69–71]の NNモデルの開発に応用する. この問題では,入力層のニューロン数は周波数
f と幅 Dの 2つであり,出力層のニューロン数は Sパラメータの大きさ |S11|と |S21|の 2つ
である. 従って, NNの構造は, 45個のニューロン数を持つ中間層 1層を含めて, 2-45-2とな
る. さらに,このシミュレーションでは,モーメント係数 µkの影響を詳細に調べるため,固定
の µk の範囲を µk = 0.7および 0.75まで広げ,比較を行った. LPFのシミュレーション結果
を表 9に示す. 前の実験と同様, 1次手法は最大反復回数 kmax内で,十分に小さな誤差を取得
できなかったため,比較の対象外とした. 表 9より,この問題でもQNに基づく学習アルゴリ
ズムでは慣性項が高速化に強く影響していことがわかる. ただし, µkが固定である NAQと
MoQでは, µkの増加に伴い学習速度も高速化するが,重み wの初期値に対する不安定さも
増加する. MoQは, NAQと同等の最小誤差を得られるが, MoQは誤差を減少できずに収束
してしまう結果を得ることがある. このため, MoQにおける収束率は µkの増加に伴い低下
する. この傾向は非線形性が非常に高い (強非線形)問題におけるモーメント法ではよく見
られる傾向であり,慣性項の影響でモーメント係数が大きい場合,特に,反復の初期において
勾配がオーバーシュートしてしまうことに起因する. この実験では,オーバーシュートした
勾配の学習を停止させるため, ||∇E(wk)|| > 103となったら学習を終了させている. 一方,適応
的 µkを用いたAdaNAQとAdaMoQでは,学習の不安定さに対する問題を克服し,学習の収
束率を 100%まで向上させることができた. さらに, AdaMoQは適応的慣性係数を用いた手
法の中で,最も高速なアルゴリズムであることが表よりわかる. 結果,提案手法の AdaMoQ

は,計算速度を犠牲にすることなく重み wの初期値に対してロバストな学習を行うことが
できるアルゴリズムであることを示した. 従って,誤差関数を 2次関数と仮定し,ネステロ
フの加速勾配を通常勾配の重み付きの線形和に近似することで NAQの性能を維持しつつ，
さらに,学習の収束速度も高速化されることが結論付けられる. この結果は,図 36および図
37よりも明白にわかる. ここで,図 36はQN, MSQN, AdaNAQそしてAdaMoQによって学
習された NNの最小の学習誤差における誤差と反復回数の変化を示すグラフである. 図 36

より, AdaMoQがAdaNAQの性能を維持できていることが見受けられる. 一方,学習誤差と
時間の変化グラフを示す図 37では,提案手法AdaMoQが最も高速なアルゴリズムであるこ
とがわかる.

このシミュレーションでは, モデリングの精度を測定するため, AdaMoQによって学習
された NN の最小テスト誤差である Etest(w) = 0.472 × 10−3 のモデルを, テストデータ
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D = 13, 15, 17, 19 mmと比較し,そのグラフを図 38～41に示す. 図 38～41より, NNのモデ
ルとテストデータが良好な一致を示していることがわかり,これは高精度なモデリングがで
きていることを示す.

表 9: LPFに対するMoQのシミュレーション結果

Algorithm µk
Etrain(w)(×10−3) Time Iteration Etest(w)(×10−3) Convergence

Median / Ave. / Best /Worst (sec) counts (k) Median / Ave. / Best /Worst Rate(%)
Adam - 6.84 / 6.84 / 5.66 / 7.97 115 150,000 5.03 / 4.98 / 3.85 / 5.86 -
QN - 0.772 / 0.763 / 0.627 / 0.911 120 106,287 0.640 / 0.901 / 0.534 / 2.01 90

MSQN - 0.708 / 0.746 / 0.624 / 0.969 110 96,938 0.555 / 0.900 / 0.430 / 2.65 100

NAQ

0.7 0.720 / 0.727 / 0.607 / 0.904 126 66,133 0.819 / 1.87 / 0.466 / 8.94 100
0.75 0.677 / 0.698 / 0.608 / 0.856 113 59,100 0.759 / 0.743 / 0.406 / 1.07 100
0.8 0.792 /0.791 / 0.570 / 1.08 89 46,861 0.962 / 8.02 / 0.435 / 65.32 100
0.85 0.729 / 0.742 / 0.526 / 0.994 95 49,823 0.922 / 1.24 / 0.406 / 3.18 100
0.9 0.684 / 0.670 / 0.499 / 0.908 84 44,149 0.683 / 1.10 / 0.442 / 3.60 100
0.95 0.661 / 4.09 / 0.571 / 22.30 43 22,338 1.20 / 3.79 / 0.525 /19.60 80

AdaNAQ - 0.596 / 0.615 / 0.486 / 0.739 64 33,715 0.652 / 0.667 / 0.464 / 1.12 100

MoQ

0.7 0.659 / 0.660 / 0.599 / 0.710 81 72,090 0.749 / 0.965 / 0.566 /2.18 80
0.75 0.753 / 0.740 / 0.626 / 0.826 43 38,350 0.797 / 0.819 / 0.539 /1.31 70
0.8 0.677 / 0.649 / 0.569 / 0.727 38 34,361 0.703 / 0.819 / 0.482 / 1.60 50
0.85 0.677 / 1.63 / 0.635 / 5.17 23 20,742 0.988 / 7.35 /0.586 / 33.30 50
0.9 0.660 / 0.667 / 0.641 / 0.705 16 14,262 0.647 / 0.636/ 0.488 / 0.761 40
0.95 0.567 / 0.604 / 0.545 / 0.735 14 12,847 0.798 / 0.713 / 0.578 / 0.870 40

AdaMoQ - 0.675 / 0.615 / 0.472 / 0.751 31 27,627 0.798 / 1.14 / 0.591 / 2.15 100

0 50000 100000 150000

10−3

10−2

10−1

10−4

Iteration counts (  )k

QN
MSQN
AdaNAQ
AdaMoQ

T
ra

in
in

g
 E

rr
or

 (
  

   
   

 )
E

(w
)

図 36: LPFの学習誤差と反復回数グラフ
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図 37: LPFの学習誤差と時間グラフ

図 38: LPFD = 13 mmに対する AdaMoQの NNモデルとテストデータの比較
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図 39: LPFD = 15 mmに対する AdaMoQの NNモデルとテストデータの比較

図 40: LPFD = 17 mmに対する AdaMoQの NNモデルとテストデータの比較
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図 41: LPFD = 19 mmに対する AdaMoQの NNモデルとテストデータの比較

4.3.4 マイクロ波回路モデリング問題 2: Microstrip Patch Antenna

2つ目のマイクロ波回路モデリング問題として, 3.2.3節にて示した図 30の長方形型Mi-

crostrip Patch Antenna(MPA) [81]を考える. 3.2.3節で紹介したように,この問題の入力は,長
さ L,幅W,周波数 fおよびマイクロストリップフィードの相対距離 (x/L)であるRによって
示される. 2つの出力は, Sパラメータ |S 11|の実数部と虚数部に割り当てられる. NNの構造
は 4-50-150-2であり, |Tr |と |Te|に対してそれぞれ 10,000と 890個のサンプルを全サンプル
データからランダムに分別した. MPAにはロバスト性の高い学習アルゴリズムが必要とさ
れる. 従って,この実験では,ロバスト性が高い AdaNAQと AdaMoQのみの学習を行い,比
較を行った. MPAモデリング問題の結果を表 10に示す. 表より,両アルゴリズムが高い収
束率で小さなテストと学習誤差を得られていることが示されている. さらに,反復回数にお
いても両手法,同様である. これは, AdaNAQとAdaMoQによって学習されたNNの最小の
学習誤差における誤差と反復回数の変化グラフを示す図 42よりわかる. 一方,計算時間に
おいてはAdaMoQが高速であり,これは誤差と学習全体の時間の変化グラフを示す図 43よ
り明白である. 従って,提案手法AdaMoQはMPAのような大規模かつ強非線形問題に対し
て有効であると結論付けられる. さらに,本研究の目的であったNAQの高速化は,これまで
の実験と同様に, NAQの性能を維持しながら成功している.
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表 10: MPAに対する AdaMoQのシミュレーション結果

Algorithm
Etrain(w)(×10−3) Time Iteration Etest(w)(×10−3) Convergence

Median / Ave. / Best /Worst (sec) counts (k) Median / Ave. / Best /Worst Rate(%)
AdaNAQ 0.429 / 0.436 / 0.383 / 0.545 8,604 18,760 1.66 / 1.72 / 1.44 / 1.97 100
AdaMoQ 0.425 / 0.440 / 0.377 / 0.531 4,919 18,573 1.73 / 1.70 / 1.36 / 2.44 100

図 42: MPAの学習誤差と反復回数グラフ

図 43: MPAの学習誤差と時間グラフ
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4.3.5 分類問題 1: 8 × 8 MNIST handwritten digit dataset

これまでの実験では, 1次手法が最大反復回数以内に収束できない,強非線形問題を検討
した. しかし, この実験で用いる分類問題では, 1次手法, 特に Adamが有効であり, その有
効性は様々な文献で示されている [1, 9, 19, 48, 49]. 本実験では, 提案手法MoQの評価を行
うための最初の分類問題として,図 44にデータのサンプルを示す 8 × 8ピクセルの手書き
数字文字MNISTのデータセット [84–86]を考える. このデータセットは, 28 × 28ピクセル
の手書き数字文字MNIST [1, 7, 87]のデータセットを縮小したものである. 8 × 8 MNISTは
1,797個のサンプルデータを持つ. 本実験では,ランダムに全データサンプルの 75% (1,347

サンプル)を |Tr |そして 25% (450サンプル)を |Te|として分割した [85]. NNの入力と出力
はそれぞれ画像データのピクセル数 (次元数) 64とクラス数 10である. 本実験ではヘッセ
行列の計算が必要であるMSQN, QN, NAQおよびMoQを比較アルゴリズムとして利用す
るため,大規模なネットワークを用いた学習は困難である. 従って, 10個のニューロン数を
持つ中間層 1層からなるもっともシンプルなネットワーク構造,つまり, 64-10-10を使用す
る. 提案手法の性能を比較するアルゴリズムとして, 1次手法の中でもっとも有効なアルゴ
リズムであるAdamと 2次手法を用いた. さらに, NAQとMoQのモーメント係数は適応的
モーメント係数 µkに設定した. 一般的にこの問題はミニバッチ (確率的)学習法に使用され
ているが,本研究の提案手法はバッチ学習に基づいているため,全てのアルゴリズムにバッ
チ学習を適応した. Adamのハイパーパラメータに関しては [19]の推奨値とした. シミュ
レーション結果を表 11に示す. 表より,強非線形問題の学習では最大反復回数以内に収束
できなかった Adamの収束率は 100%であることがわかる. さらに, Adamの学習精度の中
央値が全てのアルゴリズムの中でもっとも高い 100%である. Adamのテスト誤差に関して
は,他の手法と同様であったが,バッチ学習では, 2次手法と比較して,多くの反復回数と学

図 44: 8 × 8 MNIST手書き数字文字のデータセットサンプル
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表 11: 8 × 8 MNISTに対する AdaMoQのシミュレーション結果

Algorithm µk
Accuracytrain(%) Time Iteration Accuracytest(%) Convergence

Median / Ave. / Best /Worst (sec) counts (k) Median / Ave. / Best /Worst rate (%)
Adam - 100 / 99.97 / 100 / 99.92 14 5,481 95.88 / 95.80 / 96.44 / 95.11 100
QN - 99.92 / 99.90 / 99.92 / 99.77 4.03 1,165 96.22 / 96.13/ 96.88 / 95.55 100

MSQN - 99.92 / 99.91 / 99.92 / 99.77 5.13 1,211 96.11 / 96.15 / 97.11 / 95.55 100
AdaNAQ - 99.70 / 99.70 / 99.85 / 99.48 0.46 73 95.22 / 95.13 / 95.77 / 93.77 100
AdaMoQ - 99.70 / 99.72 / 99.85 / 99.62 0.27 72 95.33 / 95.11 / 96.00 / 93.33 100

習時間を必要とした. 2次手法の比較では, AdaNAQと AdaMoQが QNとMSQNに近い学
習とテスト精度を得ることができている. しかし, QNとMSQNは AdaNAQと AdaMoQに
比べて,より多くの反復回数と学習時間を必要とした. また,提案手法 AdaMoQは全てのア
ルゴリズムの中でもっとも高速に収束することがわかる. これらの考察は,学習誤差と反復
回数,学習誤差と時間,テスト精度と反復回数そしてテスト精度と時間のグラフである図 45

～48からも明らかである. 本実験では, グラフを見やすくするため, 図 45と 46の y−軸と
x−軸の表記はそれぞれ対数と線形とした. 一方で,図 47と 48では, y−軸と x−軸はそれぞ
れ線形と対数として設定した. 図 45と 47より, AdaNAQと AdaMoQは反復回数の早い段
階で収束し,その性能はほぼ同様であることがわかる. 図 46と 48から,提案手法 AdaMoQ

は AdaNAQを時間軸に対して高速化していることがわかる. 従って, MoQにおける (75)の
近似が関数モデリングで使用した (15)のMSE誤差と同様に (19)の CEに対しても有効で
あることが結論付けられる.

図 45: 8 × 8 MNISTの学習誤差と反復回数グラフ
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図 46: 8 × 8 MNISTの学習誤差と時間グラフ

図 47: 8 × 8 MNISTのテスト精度と反復回数グラフ
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図 48: 8 × 8 MNISTのテスト精度と時間グラフ

4.3.6 分類問題 2: Three-Spirals dataset

最後の分類問題として,図 49に示すように螺旋特性を持つデータポイントが 3つのクラス
(青,緑そして赤)に分類される Three-Spirals問題である [88]. この問題は, NNの学習におい
て比較的複雑な分類ベンチマーク問題として知られている. ネットワークの入力は xと yの
座標であり,出力はクラスの数 L = 3である. 各クラスは 350個のデータを持ち, |Tr | = 1, 050

である. NNの構造は 2-10-3とした. シミュレーション結果を表 12に示す. 表より,全ての

図 49: Three-Spiralsのデータセット構造
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表 12: Three-Spiralsに対する AdaMoQのシミュレーション結果

Algorithm µk
Etrain(w)(×10−3) Time Iteration Accuracytrain(%) Convergence

Median / Ave. / Best /Worst (sec) counts (k) Median / Ave. / Best /Worst rate (%)
Adam - 0.853 / 0.853 / 0.827 / 0.890 16 55,910 99.80 / 99.80 / 99.80 / 99.80 100

QN - 0.827 / 0.827 / 0.813 / 0.842 4.03 8,830 99.80 / 99.80 / 99.80 / 99.80 100
MSQN - 0.829 / 0.832 / 0.815 / 0.852 3.90 8,584 99.80 / 99.80 / 99.80 / 99.80 100

AdaNAQ - 0.645 / 0.639 / 0.596 / 0.666 0.60 778 99.80 / 99.80 / 99.80 / 99.80 100
AdaMoQ - 0.620 / 0.632 / 0.596 / 0.712 0.305 742 99.80 / 99.80 / 99.80 / 99.80 100

アルゴリズムがほぼ同じ学習誤差を得ることができ, 100%収束していることがわかる. さ
らに, 精度も同じである. 分類問題 1の 8 × 8 MNISTと同様に, Adamは準ニュートン法に
基づくアルゴリズムと比較して,より多くの反復回数と時間を必要とする. 2次手法の比較
では, AdaMoQがもっとも速く,もっとも少ない反復回数で収束している. この結果は,学習
誤差と反復回数,学習誤差と時間,学習精度と反復回数そして学習精度と時間のグラフを示
した図 50～53からも明らかである. なお,図 50と 51の y−軸と x−軸は前の問題と同様に
それぞれ対数と線形表示であり, 図 52と 53では線形と対数表示である. 図 50と 52から,

AdaMoQは AdaNAQとほぼ同様の性能で収束していることがわかる. また,図 51と 53よ
りは, AdaMoQが AdaNAQを時間軸で高速化していることがわかる.

図 50: Three-Spiralsの誤差と反復回数グラフ
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図 51: Three-Spiralsの誤差と時間グラフ

図 52: Three-Spiralsの精度と反復回数グラフ
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図 53: Three-Spiralsの精度と時間グラフ

このシミュレーションでは,学習精度を測定するため, AdamとAdaMoQによって学習さ
れたNNにおけるテストデータの分類を調べた. テスト結果を図 54と 55に示す. これらの
図から,学習済みNNはいずれもオーバーフィットすることなく, 2次元平面テストデータに
対して良好に分類できることがわかる.

図 54: Three-Spiralsの Adamによる検証結果
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図 55: Three-Spiralsの AdaMoQによる検証結果

4.4 まとめ

本章では, 本研究の 2つ目の課題 1つであった NAQ [32–34]の問題点, 計算時間の増加
に着目し,その解決策として慣性項を用いた新しい準ニュートン法,慣性付準ニュートン法
(Momentum Quasi-Newton method, MoQ)を提案した. 提案手法は, NAQで使用されている
ネステロフの加速勾配を誤差関数が 2次関数と仮定し, 通常勾配の重み付の線形和として
近似した. 提案手法の性能を強非線形問題である 2つの関数近似問題と 2つのマイクロ波
回路モデリング問題に応用することで示した. 提案手法MoQは NAQの近似手法であるに
も関わらず, NAQの性能を維持しながら, 高速化を実現した. さらに, MoQに適応的慣性
係数 µk を応用した手法, 適応的慣性付準ニュートン法 (Adaptive Momentum Quasi-Newton

method, AdaMoQ)では,重みwの初期値に対してロバストで安定した学習を実現できた. 本
章では, 1次手法が得意とする 2つの分類問題に対しても提案手法の性能を調べた. 実験結
果より,バッチ学習を行うNNにおいて提案手法がもっとも効率的なアルゴリズムであると
結論付けられる. しかし,提案手法AdaNAQと (Ada)MoQでは,重みwの更新にヘッセ行列
の逆近似行列が必要となる. さらに,本研究の提案手法はバッチ学習に基づいている. 従っ
て, AdaNAQおよび (Ada)MoQの計算コストは高く,大規模な問題の学習には適さない問題
点がある. 従って,計算コストを削減する改良を必要とする.
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5 慣性付記憶制限準ニュートン法

本章では,本研究の 3つ目の課題である, NAQおよびMoQの計算コストに着目し,解決策
を提案する. 最初に提案する手法はNAQおよびMoQに記憶制限手法 (Limited-Memory strat-

egy)を導入した,記憶制限ネステロフの加速準ニュートン法 (Limited-Memory Nesterov’s Ac-

celerated Quasi-Newton method, LNAQ) [41–43]と記憶制限慣性付準ニュートン法 (Limited-

Memory Momentum Quasi-Newton method, LMoQ) [44]である. 2次手法ではヘッセ行列が
使用されているため,大規模なデータセットおよびNNのバッチ学習においては,重みwの
更新に必要な計算コストは O(d2)と高価になる. 従って,使用するメモリ量や計算コストの
点で学習が困難となる. この問題点を克服するため,準ニュートン法に対して記憶制限手法
が提案された [20–22,26]. この手法はヘッセ行列の次元数を任意の値に制限し,重みwの更
新を行う手法である. 従って, 2次手法の強非線形問題に対する有効性をある程度維持しな
がらも,計算コストを大幅に削減することが可能となる. 本研究では,記憶制限手法を NAQ

とMoQに導入することで, NAQとMoQの計算コストを削減しつつも,従来手法の記憶制
限準ニュートン法 (Limited-Memory Quasi-Newton method, LQN)の高速化を目指す. 提案手
法を 2つの関数近似問題と 1つのマイクロ波回路のモデリング問題に対する NNの学習に
応用し,従来手法と比較することで,その有効性を示す.

5.1 Limited-Memory Quasi-Newton method

記憶制限準ニュートン法 (Limited-memory Quasi-Newton method, LQN)は QNにおける
メモリの使用量を削減する目的で導出された手法である [21, 22, 26]. 具体的には, QNにお
ける (56)のHQN

k+1行列に必要なメモリを大幅に削減すると共に,計算量の削減を行うことで,

次元の大きな問題に対応する学習を可能にした手法である. LQNにおける (3)の更新ベク
トル vk+1は,探索方向ベクトル gLQN

k を用いて (103)に示す.

vk+1 = αkgLQN
k , (103)

gLQN
k = −HLQN

k ∇E(wk). (104)
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ここで, HLQN
k 行列の更新式は以下のように展開される.

HLQN
k+1 =

(
I −

yksT
k

sT
k yk

)T

HLQN
k

(
I −

yksT
k

sT
k yk

)
+

( sksT
k

sT
k yk

)
, (105)

= GT
k HLQN

k Gk +
sksT

k

sT
k yk

. (106)

ここで, sk = wk+1 − wkと yk = ∇E (wk+1) − ∇E (wk)であり, Gkは

Gk =

(
I −

yksT
k

sT
k yk

)
, (107)

であるため, HLQN
k の更新式は (108)として表される.

HLQN
k = GT

k−1HLQN
k−1 Gk−1 +

sk−1sT
k−1

sT
k−1yk−1

. (108)

ここで (108)を (105)に代入すると,

HLQN
k+1 = GT

k GT
k−1HLQN

k−1 Gk−1GkGT
k

sk−1sT
k−1

sT
k−1yk−1

Gk +
sksT

k

sT
k yk

, (109)

を得る. これを k = 1まで繰り返すことで, HLQN
k+1 は以下の様に変形される.

HLQN
k+1 ≃ (G1 . . .Gk−1Gk)THLQN

1 (G1 . . .Gk−1Gk)

+(G2 . . .Gk−1Gk)T s1sT
1

sT
1 y1

(G2 . . .Gk−1Gk) + . . .

+(Gk−1Gk)T sk−2sT
k−2

sT
k−2yk−2

(Gk−1Gk)+

GT
k

sk−1sT
k−1

sT
k−1yk−1

Gk +
sksT

k

sT
k yk

.

(110)

ただし，HLQN
1 は正定値対称な初期行列である. このように式変形すると, QNでは k回の反

復すべてを記憶しているとみなすことができる. ここで, LQNでは, HLQN
k+1 の記憶量を m反
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復前までとすることで導出できる. (110)を m反復前までの記憶に制限すると,

HLQN
k+1 ≃ (Gk−m+1 . . .Gk−1Gk)THLQN

k1 (Gk−m+1 . . .Gk−1Gk)

+(Gk−m+2 . . .Gk−1Gk)T sk−m+1sT
k−m+1

yT
k−m+1sk−m+1

(G2 . . .Gk−m+2Gk)

+ . . . + (Gk−1Gk)T sk−2sT
k−2

yT
k−2sk−2

(Gk−1Gk)+

GT
k

sk−1sT
k−1

yT
k−1sk−1

Gk +
sksT

k

yT
k sk

.

(111)

となる. ただし, HLQN
k1 は正定値対称な対角行列とする. このとき,行列 Gk は対角行列とベ

クトルで構成されていることを考慮すると,探索方向ベクトル gLQN
k = −HLQN

k ∇E(wk)は行
列を用いる必要はなくなり,ベクトルの内積のみの計算で求められる. 従って, d × d次元の
HLQN

k 行列を記憶する必要が無くなり, 2×m本のwと同じ次元 (d)のベクトルを記憶するだ
けとなる. LQNのアルゴリズムをAlgorithm 14に示す. また,記憶制限手法の探索方向ベク
トルを求めるためのアルゴリズム, Two-Loop recursionを Algorithm 13に示す [21, 22, 26].

Algorithm 13 Limited-Memory Quasi-Newton method (LQN)
Require: ϵ, kmax

Initialize: w1 ∈ Rd

1: k = 1
2: Calculate ∇E(w1);
3: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
4: Calculate direction vector of gLQN

k using Algorithm 14;
5: Calculate stepsize αk using Armijo’s condition;
6: Update vk+1 = αkgLQN

k ;
7: Update wk+1 = wk + vk+1;
8: Calculate ∇E(wk+1);
9: k = k + 1;

10: end while
Return: wk
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Algorithm 14 Direction Vector of LQN (Two-Loop recursion)
Require: m

1: Calculate gLQN
k = −∇E(wk);

2: Calculate sk and yk;
3: for (i = k, k − 1, ..., k − min(k,m − 1)) do
4: ϕi = sT

i gLQN
k /sT

i yi;
5: gLQN

k = gLQN
k − ϕiyi;

6: end for
7: if (k > 1) then
8: gLQN

k = (yksk
T/sT

k yk)gLQN
k ;

9: end if
10: for (i = k − min(k, (m − 1)), ..., k − 1, k) do
11: τ = yT

i gLQN
k /sT

i yi;
12: gLQN

k = gLQN
k − (ϕi − τ)si;

13: end for
Return: gLQN

k

5.2 慣性項による記憶制限準ニュートン法の高速化

本節では, LQNの高速化およびNAQとMoQの計算コストを削減するため, NAQとMoQ

に記憶制限手法を導入した,記憶制限 NAQと記憶制限MoQを提案する.

5.2.1 Limited-Memory Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method

ここでは, QNに対して提案された記憶制限手法をNAQに応用した,記憶制限ネステロフの
加速準ニュートン法 (Limited-Memory Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, LNAQ)

を提案する. 提案手法は, NAQの高速な学習の収束速度を保ちながら,行列の計算量を削減
することが可能となる. LNAQは, LQNと同様な導出過程を持つ. 従って, LQNと同様に
(112)に対して, m反復前までの記憶に制限する.

HLNAQ
k+1 =

(
I −

qkpT
k

pT
k qk

)T

HLNAQ
k

(
I −

qkpT
k

pT
k qk

)
+

(pkpT
k

pT
k qk

)
, (112)

= ĜT
k HLNAQ

k Ĝk +
pkpT

k

pT
k qk

, (113)

Ĝk =

(
I −

qkpT
k

pT
k qk

)
, (114)
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とおくと, m反復までのHLNAQ
k+1 の更新式

HLNAQ
k+1 ≃ (Ĝk−m+1 . . . Ĝk−1Ĝk)THLNAQ

k1 (Ĝk−m+1 . . . Ĝk−1Ĝk)

+(Ĝk−m+2 . . . Ĝk−1Ĝk)T pk−m+1pT
k−m+1

pT
k−m+1qk−m+1

(Ĝ2 . . . Ĝk−m+2Ĝk)

+ . . . + (Ĝk−1Ĝk)T pk−2pT
k−2

pT
k−2qk−2

(Ĝk−1Ĝk)+

ĜT
k

pk−1pT
k−1

pT
k−1qk−1

Ĝk +
pkpT

k

pT
k qk

,

(115)

を得る. ここで, pk = wk+1 − (wk + µkvk)と qk = ∇E(wk+1) − ∇E(wk + µkvk)である. LNAQに
おける (3)の更新ベクトル vk+1は探索方向ベクトル gLNAQ

k を用いて, (116)に示す.

vk+1 = µkvk + αkgLNAQ
k , (116)

gLNAQ
k = −HLNAQ

k ∇E(wk + µkvk). (117)

LNAQとその探索方向ベクトル gLNAQ
k のアルゴリズムをそれぞれ Algorithm 15と 16に示

す. Algorithm 15より, LNAQも NAQと同様に学習ループ内で 2回の勾配計算, Step.3と 8

のネステロフの加速勾配 ∇E(wk + µkvk) と通常勾配 ∇E(wk+1)が必要であることがわかる.

これは, LQNと比較して,各反復の計算時間の増加に繋がるが,慣性項とネステロフの加速
勾配の影響により LQNの高速化が期待できる [32–34].

Algorithm 15 Limited-Memory Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method (LNAQ)
Require: ϵ, kmax, µk

Initialize: w1 ∈ Rd, v1 = 0
1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Calculate ∇E(wk + µkvk);
4: Calculate Direction Vector of gLNAQ

k using Algorithm 16;
5: Calculate stepsize αk using Armijo’s condition;
6: Update vk+1 = µkvk + αkgLNAQ

k ;
7: Update wk+1 = wk + vk+1;
8: Calculate ∇E(wk+1);
9: k = k + 1;

10: end while
Return: wk
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Algorithm 16 Direction Vector of LNAQ (Two-Loop recursion)
Require: m

1: Calculate gLNAQ
k = −∇E(wk + µkvk);

2: Calculate pk and qk;
3: for (i = k, k − 1, ..., k − min(k,m − 1)) do
4: ϕi = pT

i gLNAQ
k /pT

i qi;
5: gLNAQ

k = gLNAQ
k − ϕiqi;

6: end for
7: if (k > 1) then
8: gLNAQ

k = (qkpk
T/pT

k qk)gLNAQ
k ;

9: end if
10: for (i = k − min(k, (m − 1)), ..., k − 1, k) do
11: τ = qT

i gLNAQ
k /pT

i qi;
12: gLNAQ

k = gLNAQ
k − (ϕi − τ)pi;

13: end for
Return: gLNAQ

k

5.2.2 Limited-Memory Momentum Quasi-Newton method

次に, LNAQの欠点であった 1反復の計算時間の増加に着目し, その解決策として記憶
制限手法をMoQに導入した慣性付記憶制限準ニュートン法 (Limited-Memory Momentum

Quasi-Newton method, LMoQ)を提案する. LMoQも LNAQおよび LQNと同様な導出過程
を持つ.

HLMoQ
k+1 =

(
I −

q̂kpT
k

pT
k q̂k

)T

HLMoQ
k

(
I −

q̂kpT
k

pT
k q̂k

)
+

(pkpT
k

pT
k q̂k

)
, (118)

= ĜT
k HLMoQ

k Ĝk +
pkpT

k

pT
k q̂k

, (119)

Ĝk =

(
I −

q̂kpT
k

pT
k q̂k

)
, (120)
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とおくと, m反復までに記憶を制限したHLMoQ
k+1 の更新式は

HLMoQ
k+1 ≃ (Ĝk−m+1 . . . Ĝk−1Ĝk)THLMoQ

k1 (Ĝk−m+1 . . . Ĝk−1Ĝk)

+(Ĝk−m+2 . . . Ĝk−1Ĝk)T pk−m+1pT
k−m+1

pT
k−m+1q̂k−m+1

(Ĝ2 . . . Ĝk−m+2Ĝk)

+ . . . + (Ĝk−1Ĝk)T pk−2pT
k−2

pT
k−2q̂k−2

(Ĝk−1Ĝk)+

ĜT
k

pk−1pT
k−1

pT
k−1q̂k−1

Ĝk +
pkpT

k

pT
k p̂k

.

(121)

となる. ここで, pk = wk+1 − (wk + µkvk)と q̂k = ∇E(wk+1) − {(1 + µk)∇E(wk) + µk∇E(wk−1)}

である. LMoQにおける (3)の更新ベクトル vk+1は探索方向ベクトル gLMoQ
k を用いて, (122)

に示す.

vk+1 = µkvk + αkgLMoQ
k , (122)

gLMoQ
k = −HLNAQ

k {(1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1)}. (123)

本研究では,グローバル収束を保持するため,全ての記憶制限手法に対して, 4.2.1節で紹介
した (98)のグローバル収束項を導入する. さらに, LNAQおよび LMoQの学習の安定性を
向上させるため, 3章で提案した適応的慣性係数 µkを導入する. LMoQとその探索方向ベク
トル gLMoQ

k のアルゴリズムをそれぞれ Algorithm 17と 18に示す.

Algorithm 17 Limited-Memory Momentum Quasi-Newton method (LMoQ)
Require: ϵ, kmax, µk

Initialize: w1 ∈ Rd, v1 = 0
1: k = 1
2: Calculate ∇E(w1);
3: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
4: Update adaptive µk using (64) and (65);
5: Calculate Direction Vector of gLMoQ

k using Algorithm 18;
6: Calculate stepsize αk using Armijo’s condition;
7: Update vk+1 = µkvk + αkgLMoQ

k ;
8: Update wk+1 = wk + vk+1;
9: Calculate ∇E(wk+1);

10: k = k + 1;
11: end while

Return: wk
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Algorithm 18 Direction Vector of LMoQ (Two-Loop recursion)
Require: m

1: Calculate gLMoQ
k = −{(1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1)};

2: Calculate pk and q̂k;
3: for (i = k, k − 1, ..., k − min(k,m − 1)) do
4: ϕi = pT

i gLMoQ
k /pT

i q̂i;
5: gLMoQ

k = gLMoQ
k − ϕiq̂i;

6: end for
7: if (k > 1) then
8: gLMoQ

k = (q̂kpk
T/pT

k q̂k)gLMoQ
k ;

9: end if
10: for (i = k − min(k, (m − 1)), ..., k − 1, k) do
11: τ = q̂T

i gLMoQ
k /pT

i q̂i;
12: gLMoQ

k = gLMoQ
k − (ϕi − τ)pi;

13: end for
Return: gLMoQ

k

5.3 計算コスト

本節では, 2次手法において記憶制限手法を用いない場合 (通常)と用いた場合の計算コス
トとメモリ量の比較を行う. それぞれの計算コストとメモリ量を表 13に示す. 表では,勾配
評価コストは ndとし, nは学習サンプル数, dはパラメータの次元である. ヘッセ行列の逆
近似行列の更新コストを d2とする. 一方で,記憶制限手法では,任意のメモリ量mまでヘッ
セ行列のコストを削減できるため, 4md + 2dとした. 表の全てのアルゴリズムでは,ステッ

表 13: 記憶制限手法の計算コストとメモリ量の比較

Algorithm Computational Cost Storage

N
or

m
al QN nd + d2 + ζnd d2 + 2(n + 1)d

NAQ 2nd + d2 + ζnd d2 + 2(n + 1)d
MoQ nd + d2 + ζnd d2 + (3n + 2)d

L
im

ite
d-

M
em

or
y

LQN nd + 4md + 2d + ζnd 2md + 2(n + 1)d

LNAQ 2nd + 4md + 2d + ζnd 2md + 2(n + 1)d

LMoQ nd + 4md + 2d + ζnd 2md + (3n + 2)d
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図 56: 2次手法と記憶制限手法の計算コストの比較

プサイズは直線探索法により決定されるため,探索条件を満たすまで ζ 回関数評価を行う.

通常と記憶制限手法の双方において, NAQはQNとMoQが各反復で勾配を 1回計算するの
に比べ,勾配を 2回計算している. 従って, NAQは追加の計算コスト ndを持つ. さらに, QN

とMoQは各反復あたりの勾配計算回数が 1回であるため,同じ計算コストを持つと考えら
れる. 一方で, 保存されるメモリ量に関しては, 通常の QN, NAQおよびMoQでは, 過去の

図 57: 2次手法と記憶制限手法のメモリ量の比較

90



5 慣性付記憶制限準ニュートン法 5.4 実験

ヘッセ行列を保持するため, d2のメモリが必要である. しかし記憶制限手法では,任意の記
憶量 mまで削減するため,ヘッセ行列の保持に必要なメモリ量は 2mdとなる. 一方で, QN,

NAQ, LQNそして LNAQでは sk, yk, pk そして qk を計算する必要があるため, 2(n + 1)dの
メモリ量が必要である. ただし, MoQと LMoQにおける q̂k の計算では,ネステロフの加速
勾配の近似を行っているため,過去の勾配を 1つ多く記憶する必要がある. 従って,メモリ
量は (3n + 2)dとなる.

ここで,本研究で使用する最小のパラメータ次元 d = 31を持つ問題から最大のパラメー
タ次元 d = 7, 960を持つ問題まで,次元 dの値を少しずつ増加させ,次元 dに対するMoQと
LMoQ (m = 1, 8, 32, 128, 512)の計算コストとメモリ量の関係性を図 56と 57に示す. グラ
フを見やすくするため,図 56と 57の y−軸と x−軸の表記はそれぞれ対数と線形としたと
共に,全アルゴリズムの計算コストおよびメモリ量で共通している項を除外した. 図 56と
57より, 記憶量 mの増加に伴い, LMoQの計算コストとメモリ量も増加していることがわ
かる. さらに,次元 dの増加と共にMoQが LMoQよりも計算コストとメモリ量を必要とす
る. 従って,記憶制限手法は通常の 2次手法の計算コストとメモリ量を削減できていると結
論付けられる.

5.4 実験

本研究では,提案手法 LNAQと LMoQの有効性を示すため, 2つの関数近似問題と１つの
マイクロ波回路モデリング問題に対するシミュレーションを行った. シミュレーションでは,

任意のニューロン数を持つ中間層を含めた階層型NNを用いた. 各ニューロンの活性化関数は
(16)のシグモイド関数とし,誤差関数は (15)のMSEに設定した. LNAQおよび LMoQの性
能を, GD, CM, NAG, optNAG, AdaGrad, AdaDelta, RMSprop, Adam, QN, AdaNAQ, AdaMoQ

および LQNの従来手法と比較し,示す. シミュレーションに用いる全ての例題において, 10

回の異なる重みwの初期値に対して学習を行い, wは [−0.5, 0.5]内の一様乱数で初期化され
る. 入力の各要素およびTrと Teは,実験において [−1.0, 1.0]の範囲で正規化されている. CM

と NAGに用いられる固定のモーメント係数は 0.8 ≤ µk ≤ 0.95の 0.05刻みとした [14, 34].

また, LNAQと LMoQにおける慣性項のモーメント係数には適応的慣性係数を用いた. 記
憶制限手法の記憶量 mは d次元以下の 2の累乗に設定した. AdaGrad, RMSprop, AdaDelta

および Adamにおける各ハイパーパラメータは, それぞれの論文で推奨値とされている値
に設定した [16–19]. さらに,本研究では強非線形関数の NNによるモデリングを対象とし
ているため,全てのシミュレーションでバッチ学習を行う [79]. 学習された各NNの結果は,
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E(w)の中央,平均,最小および最大値に加え平均の計算時間 (sec),平均の反復毎の計算時間
(sec)そして平均の反復回数 (k)によって各表で示されている. ステップサイズ αkは直線探
索と Armijoの条件を用いて最適化を行う [20, 21, 34].

5.4.1 関数近似問題 1

最初に, LNAQと LMoQの有効性を調べるため, (68)に示す関数近似問題のモデリングを
行った [68, 80].

f (x, a, b) = 1 + (x + 2x2)sin(ax2 + b). (68)

この問題では, a = 1, b = 0とし,入力 xの範囲は x ∈ [−4, 4)とした. 従って, (68)を (124)の
ように表すことができる.

f (x) = 1 + (x + 2x2)sin(−x2), |x| ≤ 4, (124)

ここで, 出力は f (x)であり, 学習サンプル数は |Tr | = 400, テストサンプル数 |Tr | = 10, 000

である. 本実験における NNの構造は, 10個のニューロン数を持つ中間層 1層を含む 1-10-

1である. この実験では, 記憶制限手法とそのメモリ量別のパフォーマンスを調べるため,

LQN, LNAQおよび LMoQのみの比較を行う. さらに,この問題では,パラメータの次元は
d = 31である. 従って, 記憶量 m = 1, 2, 4, 8そして 16とする. 終了条件は ϵ = 10−6 そし
て kmax = 150, 000とし, さらに, 各アルゴリズムの学習が収束できるように, E(w) ≤ 10−3

以下になったら学習を強制的に終了させた. この問題のシミュレーション結果を表 14に
示す. 表では, Etrain,test (w)の中央と平均値に加え,平均の計算時間 (sec), 1反復の計算時間
(sec)(×10−3)そして平均の反復回数 (k)が示されている. 本実験では全てのアルゴリズムに
対して,学習終了までに十分に小さな誤差を得た試行回数の割合を収束率 (%)として示した.

表より,全ての記憶制限手法において,メモリ量 mの値が小さいと,収束までに多くの反復
回数を必要とするが, 1反復における計算時間が短いことがわかる. 一方で,メモリ量mの値
が増加すると,収束に必要な反復回数は減少するが, 1反復の計算時間が増加する. LQNと
慣性項を用いた記憶制限手法の比較では,全てのメモリ量mの値に対して, LNAQと LMoQ

は LQNの高速化に成功している. さらに,通常の NAQとMoQの関係性は記憶制限手法を
導入しても保たれることを各反復の計算時間からわかる. 一方で, メモリ量 mが小さいと
き,学習の安定性は低下していることがわかる. なお, LQNでは,メモリ量 mの値が増加し
ても収束率は向上しないのに対して,適応的慣性係数を用いた LNAQと LMoQでは収束率
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が向上していることがわかる. 従って, 2次手法の高速化に対して効果的であった慣性項は,

記憶制限手法に対しても有効であると結論付けられる.

表 14: 関数 (124)に対する記憶量 m毎のシミュレーション結果

Algorithm m
Etrain(w)(×10−3) Iteration Time Per iteration Etest(w)(×10−3) Convergence

Median / Ave. counts (k) (sec) time(sec)(×10−3) Median / Ave. rate (%)

LQN

1 0.99 / 0.99 81,577 10.20 0.125 1.00 / 1.00 80
2 0.99 / 0.99 39,260 5.39 0.137 0.99 / 0.99 70
4 0.99 / 0.99 32,741 5.08 0.155 1.00 / 1.00 70
8 1.00 / 1.00 29,342 5.63 0.191 1.00 / 1.00 60
16 0.99 / 0.99 26,138 6.75 0.258 0.98 / 0.98 60

LNAQ

1 1.00 / 1.00 30,704 6.49 0.211 1.00 / 1.00 80
2 0.99 / 1.03 27,702 5.99 0.211 1.00 / 1.03 60
4 1.00 / 0.99 11,388 2.69 0.236 1.00 / 1.00 80
8 1.00 / 0.99 8,932 2.43 0.272 1.00 / 1.00 100
16 0.99 / 0.99 5,525 1.91 0.345 1.00 / 1.00 90

LMoQ

1 1.00 / 1.03 32,163 4.44 0.138 1.00 / 1.02 80
2 1.00 / 1.00 25,644 3.74 0.145 1.00 / 1.00 70
4 1.00 / 0.99 13,716 2.25 0.164 1.00 / 1.00 80
8 1.00 / 1.00 8,972 1.79 0.199 1.00 / 1.00 90
16 0.99 / 0.99 5,222 1.41 0.270 1.00 / 1.00 100

5.4.2 関数近似問題 2: Levy Function

次に, 4.3.2節にて紹介した (102)に示す Levy関数 (Rd → R1)を用いてシミュレーション
を行う.

f (x1 . . . xd) =
π

d

{ d−1∑
l=1

[(xl − 1)2(1 + 10 sin2(πxl+1))]

+10 sin2(πx1) + (xd − 1)2
}
, xl ∈ [−4, 4],∀l.

(102)

この問題では入力の次元 d = 5である. 入力 xd, d ∈ 1, . . . , 5を [−4, 4]の間の一様乱数で
学習データとして生成し, その学習データ数は |Tr | = 5, 000とした. この問題では, 出力は
f (x1 . . . xd)であり, 50個のニューロン数を持つ 1層の中間層を含むNNを用いて学習を行っ
た. 従って, NNの構造は 5-50-1であり, 重み wの次元は d = 351となる. 従って, 記憶量
m = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128そして 256とする. この問題では 20, 000反復以内に十分小さな
誤差を得ることができるため, kmax = 20, 000とし,終了条件は ϵ = 10−8に設定した. 記憶量
m毎の LQN, LNAQそして LMoQと他の従来手法の比較結果を図 58と 59そして表 15に
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示す. 図 58と 59では,図を見やすくするため, GD, OptNAG, AdaGrad, AdaDelta, RMSprop,

Adam, LQN(m = 8), LNAQ(m = 8)そして LMoQ(m = 8)のみを比較対象とし,それぞれ 10

回のシミュレーションの中でもっとも小さい誤差を得た解のみを表示する. 表より,最大反
復回数 kmax = 20, 000内で 1次手法は誤差の平均および中央値で十分に小さな値を得られて
いないことがわかる. また, LQN (m = 1と 2), LNAQ (m = 1)そして LMoQ (m = 1と 4)で
も曲率情報の影響が少ないため, 1次手法と同様に誤差の平均および中央値で十分に小さな
値を得られていない. しかし,記憶量 mの増加に伴い,曲率情報の影響が強くなるため誤差
の平均および中央値も小さくなる. しかし,記憶量m = 256までは最大反復回数以内に収束
できないことが表よりわかる. 従って, LQN, LNAQそして LMoQがQN, NAQそしてMoQ

のように最大反復回数以内に収束するためにはより大きなメモリ量 mを必要とする. 一方
で, LQN, LNAQおよび LMoQの比較では,通常の 2次手法と同様に慣性項は記憶制限手法
の高速化に強く影響している. そのため, LQNがより多くの反復で得られる誤差を LNAQ

と LMoQは速い段階で得ている. これは,図 58からも明白である. 一方で,時間の比較では,

LMoQは勾配計算回数の観点で, LNAQを高速化している. 図 59より, LMoQが少ない計算
時間でより小さな誤差が得られていることがわかる. この実験でも前の実験と同様に,慣性
項を用いた記憶制限手法の LNAQおよび LMoQは LQNを高速化できたと結論付けられる.

さらに,記憶制限手法は 1次手法と 2次手法の狭間にあるアルゴリズムであるため, 2次手
法ほどの解の精度は得られないが, 1次手法よりは高い精度の解を得られていることが表 15

よりわかる.

図 58: 記憶制限手法に対する Levy関数の学習誤差と反復回数グラフ
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表 15: Levy関数に対する記憶量 m毎のシミュレーション結果

Algorithm µk m
Etrain(w)(×10−3) Time Per iteration Iteration

Median / Ave. / Best /Worst (sec) (sec)(×10−3) counts (k)
GD - - 53.35 / 53.37 / 53.03/ 53.75 121 0.0060 20,000

CM

0.8 - 52.28 /51.67 / 41.21 / 54.83 87 5.4 16,022
0.85 - 52.24 / 46.82 / 2.58 / 54.82 96 5.3 18,011
0.9 - 39.19 / 34.70 / 0.260 / 54.83 84 5.2 16,035
0.95 - 53.86 / 37.61 / 0.167 / 54.83 39 5.0 7,897

NAG

0.8 - 54.83 /54.19 / 48.46 / 54.83 50 5.0 10,011
0.85 - 54.82 / 52.56 / 41.58 / 54.83 66 4.6 14,008
0.9 - 54.83 / 54.83 / 54.82 / 54.83 9 4.6 2,017
0.95 - 54.83 / 54.83 / 54.82 / 54.83 0.1 5.4 20

OptNAG - - 44.48 / 41.81 / 22.92 / 52.31 122 6.0 20,000
AdaGrad - - 34.44 / 37.59 / 32.06 / 51.58 74 3.7 20,000
AdaDelta - - 64.49 / 75.34 / 54.65 / 141.1 74 3.7 20,000
RMSprop - - 43.95 / 45.63 / 34.90 / 52.34 74 3.7 20,000

Adam - - 21.47 / 25.60 / 20.95 / 41.08 74 3.7 20,000
QN - - 0.004 / 0.004 / 0.002 / 0.009 90 6.0 14,983

AdaNAQ - - 0.007 / 0.006 / 0.003 / 0.010 48 10.1 4,748
AdaMoQ - - 0.006 / 0.007 / 0.004 / 0.010 33 5.7 5,739

LQN

- 1 32.54 / 35.06 / 26.39 / 42.88 100 5.0 20,000
- 2 9.24 / 7.28 / 0.263 / 20.87 99 4.9 20,000
- 4 0.172 / 1.21 / 0.095 / 10.31 100 5.0 20,000
- 8 0.113 / 0.888 / 0.059 / 7.88 100 4.9 20,000
- 16 0.092 / 0.088 / 0.042 / 0.145 105 5.2 20,000
- 32 0.063 / 0.064 / 0.029 / 0.095 104 5.2 20,000
- 64 0.034 / 0.043 / 0.026 / 0.086 111 5.5 20,000
- 128 0.032 / 0.032 / 0.016 / 0.055 126 6.3 20,000
- 256 0.025/ 0.030 / 0.016 / 0.070 154 7.7 20,000

LNAQ

- 1 10.87 / 12.79 / 0.179 / 31.83 174 8.6 20,000
- 2 0.260 / 3.29 / 0.187 / 10.52 172 8.6 20,000
- 4 0.115 / 0.123 / 0.092 / 0.203 177 8.8 20,000
- 8 0.048 / 0.052 / 0.036 / 0.078 173 8.6 20,000
- 16 0.012 / 0.012 / 0.0072 / 0.018 175 8.7 20,000
- 32 0.0052 / 0.0091 / 0.0036 / 0.024 179 8.9 20,000
- 64 0.014/ 0.015 / 0.0047 / 0.040 187 9.3 20,000
- 128 0.013 / 0.015 / 0.0035 / 0.039 202 10.1 20,000
- 256 0.036 / 0.048 / 0.0043 / 0.150 242 12.0 20,000

LMoQ

- 1 5.01 / 5.44 / 0.160 / 11.18 98 4.9 20,000
- 2 0.237 / 3.22 / 0.198 / 10.37 97 4.8 20,000
- 4 1.16 / 1.15 / 0.107 / 10.27 97 4.8 20,000
- 8 0.039 / 0.046 / 0.024 / 0.100 98 4.9 20,000
- 16 0.015/ 0.015 / 0.011 / 0.019 100 5.0 20,000
- 32 0.0088 / 0.011 / 0.0038 / 0.021 104 5.1 20,000
- 64 0.0086 / 0.011 / 0.0039 / 0.026 120 6.0 20,000
- 128 0.017 / 0.029 / 0.0043 / 0.103 126 6.3 20,000
- 256 0.023 / 0.033 / 0.0093 / 0.078 157 7.8 20,000
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図 59: 記憶制限手法に対する Levy関数の学習誤差と時間グラフ

5.4.3 マイクロ波回路モデリング問題：microstrip Low-Pass Filter

最後に,提案手法 LNAQと LMoQを 2.4節および 3.2.2節で紹介したmicrostrip Low-Pass

Filter (LFP) [34,69–71]のNNモデルの開発に応用する. この問題では,入力層のニューロン
数は周波数 f と幅 Dの 2つであり,出力層のニューロン数は Sパラメータの大きさ |S11|と
|S21|の 2つである. NNの構造は, 45個のニューロン数を持つ中間層 1層を含めて, 2-45-2と
なり,パラメータの次元は d = 227となる. 従って,記憶量m = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64そして 128

とする. 本実験では,マイクロ波回路のモデリング問題における記憶制限手法の効果を調査
するため,モデリングに有効であった 2次手法のQN, AdaNAQそしてAdaMoQと記憶制限
手法との比較を行う. 終了条件は ϵ = 10−8に設定した. さらに, 4.3.3節において, AdaNAQ

と AdaMoQは k = 50, 000回未満の反復で収束したため, kmax = 50, 000とした. LPFのシ
ミュレーション結果を表 16に示す. 表より,記憶制限手法では,記憶量 mの増加に伴い,学
習誤差およびテスト誤差が小さくなっている. 特に, LNAQ(m = 128)の最小のテスト誤差
がAdaMoQの最小値と同等であることがわかる. しかし, QN, LQN, LNAQおよび LMoQで
は,最大反復回数以内で十分に小さい学習誤差を得られず,収束しない. 従って, AdaNAQと
AdaMoQと比較して,より多くの反復回数を必要とする. 2次手法と記憶制限手法の時間の
比較では,記憶制限手法は 1反復毎の計算時間が増加し,全体の学習時間も増加している. 記
憶制限手法における時間の増加の原因として,ステップサイズ αkを更新する際, Armijoの条
件を満たすため,直線探索が多く行われることが挙げられる. LQNと LNAQおよび LMoQ
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の比較では,これまでの実験と同様に慣性項が高速化に影響している. しかし,記憶制限手
法は慣性項を導入しても,マイクロ波回路のモデリング問題のように入出の関係に強非線形
特性を持つ問題に対しては,通常の 2次手法と比較して学習精度が低下することが結論付け
られる. 　　

表 16: LPFに対する記憶量 m毎のシミュレーション結果

Algorithm m
Etrain(w)(×10−3) Time Per iteration Iteration Etest(w)(×10−3)

Median / Ave. / Best /Worst (sec) (sec)(×10−3) counts (k) Median / Ave. / Best /Worst
QN - 1.44 / 1.48 / 1.26 / 1.87 56 1.12 50,000 0.90 / 0.91 / 0.69 / 1.45

AdaNAQ - 0.59 / 0.61 / 0.48 / 0.73 64 1.89 33,715 0.65 / 0.66 / 0.46 / 1.12
AdaMoQ - 0.67 / 0.61 / 0.47 / 0.75 31 1.12 27,627 0.79 / 1.14 / 0.59 / 2.15

LQN

1 21.95 / 22.34 / 21.01/ 23.97 154 3.08 50,000 18.88 / 19.28 / 17.91 / 20.91
2 8.00 / 9.11 / 7.64 / 18.59 164 3.28 50,000 5.75 / 6.91 / 5.45 / 16.59
4 8.02 / 9.78 / 7.48 / 18.12 173 3.46 50,000 5.84 / 7.76 / 5.48 / 16.55
8 7.61 / 7.57 / 6.97 / 8.82 182 3.64 50,000 5.64 / 5.66 / 4.84 / 7.09

16 7.13 / 7.13 / 6.26 / 7.75 199 3.98 50,000 5.23 / 5.26 / 4.64 / 5.85
32 6.91 / 6.99 / 6.25 / 7.64 226 4.52 50,000 5.16 / 5.18 / 4.28 / 5.94
64 6.82 / 7.21 / 5.24 / 13.24 285 5.70 50,000 5.14 / 7.88 / 3.49 / 34.18
128 5.64 / 5.78 / 5.05 / 6.80 405 8.10 50,000 3.99 / 4.29 / 3.59 / 6.18

LNAQ

1 20.75 / 20.59 / 9.33 / 24.21 338 6.76 50,000 17.92 / 17.69 / 6.73 / 20.96
2 19.77 / 16.26 / 8.76 / 20.36 337 6.74 50,000 17.14 / 13.65 / 6.19 / 17.73
4 8.07 / 9.04 / 7.01 / 19.27 342 6.84 50,000 5.77 / 6.77 / 4.73 / 16.83
8 5.69 / 5.79 / 4.08 / 7.07 349 6.98 50,000 4.43 / 4.31 / 2.51 / 5.99

16 2.98 / 3.57 / 2.52 / 5.94 365 7.30 50,000 2.28 / 2.67 / 1.50 / 4.62
32 1.71 / 1.70 / 1.34 / 2.52 377 7.54 50,000 1.07 / 1.28 / 0.70 / 3.06
64 1.42 / 1.42 / 1.19 / 1.63 456 9.12 50,000 0.83 / 1.07 / 0.72 / 2.20
128 1.23 / 1.32 / 1.11 / 1.74 578 11.5 50,000 0.72 / 0.82 / 0.58 / 1.19

LMoQ

1 20.23 / 20.49 / 15.24 / 24.73 175 3.50 50,000 17.28 / 17.59 / 12.26 / 21.40
2 19.84 / 17.82 / 9.02 / 20.69 177 3.54 50,000 17.21 / 15.20 / 6.34 / 18.13
4 8.34 / 9.12 / 6.84 / 19.26 181 3.62 50,000 6.08 / 6.90 / 4.68 / 16.96
8 6.81 / 6.47 / 5.12 / 7.17 188 3.76 50,000 5.20 / 4.93 / 3.51 / 6.12

16 3.02 / 3.20 / 2.39 / 4.45 203 4.06 50,000 2.00 / 2.39 / 1.40 / 4.88
32 1.50 / 171 / 1.37 / 2.80 227 4.54 50,000 0.98 / 1.13 / 0.72 / 1.78
64 1.39 / 1.44 / 1.10 / 2.23 292 5.84 50,000 0.80 / 0.82 / 0.57 / 1.32
128 1.42 / 1.50 / 1.17 / 2.13 411 8.22 50,000 0.97 / 1.08 / 0.65 / 2.07
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5.5 まとめ

本章では,本研究の 3つ目の課題であったNAQ [32–34]の問題点,計算コストに着目し,そ
の削減のために記憶制限手法を導入した記憶制限ネステロフの加速準ニュートン法 (Limited-

Memory Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, LNAQ)および慣性付記憶制限準ニュー
トン法 (Limited-Memory Momentum Quasi-Newton method, LMoQ)を提案した. 提案した
LNAQと LMoQの有効性を, 2つの関数近似問題と 1つのマイクロ波回路のモデリング問題
に対する NNの学習に応用し, シミュレーションを行った. シミュレーションより, 記憶制
限手法を用いた 2次手法の比較においては,メモリ量 mが小さいときは収束までに多くの
反復回数を必要とするが, 1反復の計算時間が少ないことがわかった. また,メモリ量 mの
増加に連れて学習は高速化するが, 1反復の計算時間が増加してしまう. 一方で, 慣性項を
用いた記憶制限手法は, LQN [20–22,26]の高速化に成功した. 2つ目の関数近似問題におけ
る提案手法と他のアルゴリズム, GD [1, 48, 49], CM [1, 11, 12, 48, 49], NAG [1, 13, 14, 48, 49],

OptNAG [13], AdaGrad [1, 9, 16, 48, 49], AdaDelta [1, 9, 18, 48, 49], RMSprop [1, 9, 17, 48, 49],

Adam [1, 9, 19, 48, 49], QN [20, 21], NAQ [32–34], MoQ, LQNの比較では,設定した最大反復
回数以内で 1次手法は,十分小さな学習誤差を得ることができなかった. 記憶制限手法では,

記憶量 mが小さい値に設定されているとき,アルゴリズムのパフォーマンスは 1次手法に
近づくため,学習時間は少ないが小さな誤差を得ることは困難である. 一方で,記憶量が増
加するに連れて,曲率情報であるヘッセ行列の影響が大きくなる. 従って,より小さい誤差を
得るが計算コストの増加により計算時間も増加する. しかし,通常の 2次手法との比較では,

解の精度は低いため,強非線形特性が高いマイクロ波回路のモデリング問題のような問題の
学習は困難である. 一方で,記憶制限手法に対する慣性項の影響は,これまでのように LQN

の高速化に繋がった. 従って,記憶制限手法における慣性項は有効であると結論付けられる.
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6 慣性付メモリレス準ニュートン法

本章では, 再度 NAQの 3つ目の課題点, 計算コストの高さに着目した. これまでに, 2次
手法の計算コスト削減するため, 様々な研究が行われてきた. その一例に, 5章で紹介した
記憶制限 QN(LQN)が挙げられる [20–22, 26]. 記憶制限手法では,確かに計算コストは通常
の 2次手法と比較して削減されるが, 1次手法と比べて,制限されたメモリ量m分高くなる.

一方で, LQN (m = 1)と同様の計算コストを持つ応用研究の一つとして, メモリレス手法
(MemoryLess strategy)を用いたQN,メモリレス準ニュートン法 (MemoryLess Quasi-Newton

method, MLQN)が挙げられる [30, 89–93]. MLQNは過去のヘッセ行列を保持せず,ベクト
ルの内積のみでパラメータを更新する. 従って,その計算コストはほぼ 1次手法と同様であ
ると考えられる. さらに, MLQNと同様な計算コストを持つ LQN (m = 1)は厳密な直線探
索を行ったとき,パラメータの更新にHestenes-Stiefel公式 (HS)を用いた非線形共役勾配法
(Nonlinear Conjugate Gradient)と密接な関係がある [21,22,26]. LQNと非線形共役勾配法の
関係性を付録Bに示す. 本研究では, 2種類の慣性項を用いた準ニュートン法, NAQとMoQに
対してメモリレス手法を導入し,メモリレスネステロフの加速準ニュートン法 (MemoryLess

Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, MLNAQ)そしてメモリレス慣性付準ニュート
ン法 (MemoryLess Momentum Quasi-Newton method, MLMoQ)を提案する [45–47]. 提案手
法は関数近似問題と 3つの分類問題に対する NNの学習に応用し,従来手法と比較した上,

その有効性を示す.

6.1 Conjugate Gradient method

共役勾配法 (Conjugate Gradient method, CG)は反復的に降下する共役方向 (Conjugate Di-

rection)によって,ヘッセ行列の逆行列の計算を効率的に回避した手法である [1, 21, 22, 26,

93, 94]. 共役勾配法では,狭義凸 2次関数の最小化問題を解くための共役勾配法を線形共役
勾配法 (Linear Conjugate Gradient method),そして非線形関数の最小化問題を解くための共
役勾配法を非線形共役勾配法 (Nonlinear Conjugate Gradient method)と呼び分けられている.

本研究では, 非線形問題の最小化に着目しているため, 非線形 CG(以降, CG)にのみ着目す
る. CGにおける (3)の更新ベクトル vk+1は探索方向ベクトル gCG

k を用いて (125)に示す.

vk+1 = αkgCG
k , (125)

gCG
k = −∇E(wk) + βkgCG

k−1. (126)
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ステップサイズ αk は直線探索と Armijoの条件 [21, 22, 26]によって決定される. パラメー
タ βk は Fletcher-Reeves公式 (FR), Polak-Ribiere公式 (PR), Polak-Ribiere plus公式 (PR+),

Hestenes-Stiefel公式 (HS)そしてDai-Yuan公式 (DY)から求めることができる. それぞれの
公式を順番に以下に示す.

βFR
k =

||∇E(wk)||2
||∇E(wk−1)||2 , (127)

βPR
k =

∇E(wk)Tyk−1

||∇E(wk−1)||2 , (128)

βPR+
k = max

{
∇E(wk)Tyk−1

||∇E(wk−1)||2 , 0
}
, (129)

βHS
k =

∇E(wk)Tyk−1

(gCG
k−1)Tyk−1

, (130)

βDY
k =

||∇E(wk)||2

(gCG
k−1)Tyk−1

, (131)

ここで, yk−1 = ∇E(wk) − ∇E(wk−1)である [26, 93]. CGのアルゴリズムを Algorithm 19に
示す.

Algorithm 19 Conjugate Gradient method (CG)
Require: ϵ, kmax

Initialize: w1 ∈ Rd

1: k = 1
2: Calculate ∇E(w1);
3: Update gCG

1 = −∇E(w1);
4: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
5: Calculate βk using (127), (128), (129), (130) or (131);
6: Update gCG

k = −∇E(wk) + βkgCG
k−1;

7: Calculate stepsize αk using Armijo’s condition;
8: Update vk+1 = −αkgCG

k ;
9: Update wk+1 = wk + vk+1;

10: Calculate ∇E(wk+1);
11: Calculate yk = ∇E(wk+1) − ∇E(wk);
12: k = k + 1;
13: end while

Return: wk
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6.2 MemoryLess Quasi-Newton method

メモリレス準ニュートン法 (MemoryLess Quasi-Newton method, MLQN)は QNの計算コ
ストを大幅に削減し, 2次手法の収束特性を維持したまま, 1次手法と同程度の計算コスト
を実現するために提案された手法である [30, 89–93]. MLQNにおける (3)の更新ベクトル
vk+1は,探索方向ベクトル gMLQN

k を用いて (132)に示す.

vk+1 = αkgMLQN
k , (132)

gMLQN
k = −HQN

k ∇E(wk). (133)

ステップサイズ αkは直線探索と Armijoの条件 [21]によって決定される. HMLQN
k はヘッセ

行列の逆近似行列を表し,以下の BFGS公式により各反復で更新される [21],

HQN
k+1 = HQN

k −
 (HQN

k yk)sT
k + sk(HQN

k yk)T

sT
k yk

 +
1 + yT

k HQN
k yk

sT
k yk


 sksT

k

sT
k yk

 . (56)

QNにおける更新では,行列HQN
k を格納するためのメモリが必要とされる. MLQN [30,89–93]

では, HQN
k+1行列の更新は (56)で行うが,その一つ前の反復におけるHQN

k はスケーリングさ
れた単位行列 τkI（τk > 0）に置き換える. 従って, MLQNの探索方向ベクトル gMLQN

k は以
下のように導出される.

gMLQN
k = −

(τkI) −
τk(yksT

k + skyT
k )

sT
k yk

 + 1 + τkyT
k yk

sT
k yk

  sksT
k

sT
k yk

 · ∇E(wk) (134)

= −τk(∇E(wk) − (βkyk + ψksk)) − (1 + τkωk)βksk, (135)

ここで,

sk = wk+1 − wk,

yk = ∇E (wk+1) − ∇E (wk) ,

βk =
sT

k∇E(wk)

sT
k yk

,

ψk =
yT

k∇E(wk)

sT
k yk

,

ωk =
yT

k yk

sT
k yk

,

(136)
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であり,セルフスケーリング係数は

τk =
sT

k yk

yT
k yk

, (137)

である [90]. (134)より, gMLQN
k は行列を保存せずにベクトルの内積だけで計算されている,

つまり,メモリが大幅に削減可能な手法であることがわかる. 従って,計算量は 1次手法と
同程度に削減されていると言える. MLQNのアルゴリズムを Algorithm 20に示す．

Algorithm 20 MemoryLess Quasi-Newton method (MLQN)
Require: ϵ, kmax

Initialize: w1 ∈ Rd

1: k = 1
2: Calculate ∇E(w1);
3: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
4: Update gMLQN

k using (134);
5: Calculate stepsize αk using Armijo’s condition;
6: Update vk+1 = −αkgMLQN

k ;
7: Update wk+1 = wk + vk+1;
8: Calculate ∇E(wk+1);
9: Calculate sk and yk;

10: k = k + 1;
11: end while

Return: wk

6.3 慣性項によるメモリレス手法の高速化

本節では, MLQNに対する慣性項の有効性を示すと共に, NAQとMoQの計算コストを
LNAQと LMoQよりもさらに削減するため, NAQとMoQにメモリレス手法を導入し,メモ
リレス NAQとメモリレスMoQとして提案する.

6.3.1 MemoryLess Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method

メモリレスネステロフの加速準ニュートン法 (MemoryLess Nesterov’s Accelerated Quasi-

Newton method, MLNAQ)における (3)の更新ベクトル vk+1 は, 探索方向ベクトル gMLNAQ
k

を用いて (138)に示す.

vk+1 = µkvk + ηkgMLNAQ
k , (138)
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gMLNAQ
k = −HNAQ

k ∇E(wk + µkvk). (139)

ここで,探索ベクトル gMLNAQ
k を説明する前に NAQの探索ベクトル gNAQ

k について考える.

(139)では, µkvk は慣性項であり, モーメント係数 µk は適応的に求まる. 行列 HNAQ
k+1 は以下

のように更新される.

HNAQ
k+1 = HNAQ

k −
 (HNAQ

k qk)pT
k + pk(HNAQ

k qk)T

pT
k qk

 +
1 + qT

k HNAQ
k qk

pT
k qk


pkpT

k

pT
k qk

, (60)

ここで, pk = wk+1 − (wk + µkvk)と qk = ∇E(wk+1) − ∇E(wk + µkvk)である. NAQはQNと同
様にHNAQ

k の更新に過去の行列情報が必要である. 従って, QNと同様に計算量を削減する
ため,メモリレス手法をNAQに導入したMLNAQを提案する. MLNAQの gMLNAQ

k は (140)

から求まる.

gMLNAQ
k = −

(τkI) −
τk(qkpT

k + pkqT
k )

pT
k qk

 + 1 + τkqT
k qk

pT
k qk

 pkpT
k

pT
k qk

∇E(wk + µkvk) (140)

= −τk(∇E(wk + µkvk) − (βkqk + ψkpk)) − (1 + τkωk)βkpk, (141)

ここで,それぞれのスカラーは

βk =
pT

k∇E(wk + µkvk)

pT
k qk

,

ψk =
qT

k∇E(wk + µkvk)

pT
k qk

,

ωk =
qT

k qk

pT
k qk

,

τk =
pT

k qk

qT
k qk

,

(142)

の内積から求まる. (140)より, MLNAQの探索方向ベクトル gMLNAQ
k では,行列を保存せずに

ベクトルの内積だけで求められていることがわかる. MLNAQのアルゴリズムをAlgorithm

21に示す. アルゴリズムより, MLNAQは Step.4と 9に示すように,各反復においてネステ
ロフの加速勾配 ∇E(wk + µkvk)と通常勾配 ∇E(wk)の 2種類を計算しなければならないこと
がわかる.

103



6 慣性付メモリレス準ニュートン法 6.3 慣性項によるメモリレス手法の高速化

Algorithm 21 MemoryLess Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method (MLNAQ)
Require: ϵ, kmax, µk

Initialize: w1 ∈ Rdand v1 = 0
1: k = 1
2: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
3: Culculate µk using (64) and (65);
4: Calculate ∇E (wk + µkvk);
5: Update gMLNAQ

k using (140);
6: Calculate stepsize αk using Armijo’s condition;
7: Update vk+1 = µkvk + αkgMLNAQ

k ;
8: Update wk+1 = wk + vk+1;
9: Calculate ∇E(wk+1);

10: Calculate pk and qk;
11: k = k + 1;
12: end while

Return: wk

6.3.2 MemoryLess Momentum Quasi-Newton method

本研究では, NAQの問題点を克服するため, MoQを提案した. MoQでは誤差関数を 2次
関数とみなし,ネステロフの加速勾配 ∇E(wk + µkvk)を (75)に示すように通常勾配の重み付
の線形和として近似する.

∇E(wk + µkvk) ≃ ∇E(wk) + µk∇E(vk) = (1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1), (75)

MoQにメモリレス手法を導入した, メモリレス慣性付準ニュートン法 (MemoryLess Mo-

mentum Quasi-Newton method, MLMoQ)における (3)の更新ベクトル vk+1は,探索方向ベク
トル gMLMoQ

k を用いて (143)に示す.

vk+1 = µkvk + ηkgMLMoQ
k , (143)

gMLMoQ
k = −HMoQ

k {(1 + µk)∇E(wk) − µk∇E(wk−1)}. (144)

ここで,探索方向ベクトル gMLMoQ
k を説明する前にMoQの探索方向ベクトル gMoQ

k について
考える. (143)では, µkvkは慣性項であり,モーメント係数 µkは適応的に求まる. 行列HMoQ

k+1
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は以下のように更新される.

HMoQ
k+1 = HMoQ

k −
 (HMoQ

k q̂k)pT
k + pk(HMoQ

k q̂k)T

pT
k q̂k

 +
1 + q̂T

k HMoQ
k q̂k

pT
k q̂k


pkpT

k

pT
k q̂k

. (77)

ここで, pk = wk+1 − (wk + µkvk)と q̂k = ∇E(wk+1) − {(1 + µk)∇E(wk) + µk∇E(wk−1)}である.

MoQも NAQと同様にメモリレス手法を導入すると,探索方向ベクトル gMLMoQ
k は

gMLMoQ
k = −

(τkI) −
τk(q̂kpT

k + pkq̂T
k )

pT
k q̂k

 + 1 + τkq̂T
k q̂k

pT
k q̂k

 pkpT
k

pT
k q̂k

 {(1 + µk)∇E(wk) + µk∇E(wk−1)}

(145)

= −τk({(1 + µk)∇E(wk) + µk∇E(wk−1)} − (βkq̂k + ψkpk)) − (1 + τkωk)βkpk, (146)

となる. ここで,それぞれのスカラーは

βk =
pT

k {(1 + µk)∇E(wk) + µk∇E(wk−1)}
pT

k q̂k
,

ψk =
q̂T

k {(1 + µk)∇E(wk) + µk∇E(wk−1)}
pT

k q̂k
,

ωk =
q̂T

k q̂k

pT
k q̂k

,

τk =
pT

k q̂k

q̂T
k q̂k

,

(147)

の内積から求まる. MLMoQのアルゴリズムを Algorithm 22に示す. アルゴリズムより,

MLMoQは Step.9でのみ勾配を計算していることがわかる.
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Algorithm 22 MemoryLess Momentum Quasi-Newton method (MLMoQ)
Require: ϵ, kmax

Initialize: w1 ∈ Rdand v1 = 0
1: k = 1
2: Calculate ∇E(w1);
3: while (||∇E(wk)|| > ϵ and k < kmax) do
4: Culculate µk using (64) and (65);
5: Update gMLMoQ

k using (145);
6: Calculate stepsize αk using Armijo’s condition;
7: Update vk+1 = µkvk + αkgMLMoQ

k ;
8: Update wk+1 = wk + vk+1;
9: Calculate ∇E(wk+1);

10: Calculate pk and q̂k;
11: k = k + 1;
12: end while

Return: wk

6.4 計算コスト

本節では, 2次手法の通常,記憶制限手法そしてメモリレス手法を用いた場合の計算コス
トとメモリ量の比較を行う. 計算コストとメモリ量を表 17に示す. 表では,勾配評価コスト
は ndとして表し, nは学習サンプル数, dはパラメータの次元である. ヘッセ行列の逆近似
行列の更新コストを d2とする. 記憶制限手法では,任意のメモリ量 mまでヘッセ行列コス
トを削減できるため, 4md + 2dとした. 一方で,メモリレス手法ではヘッセ行列と勾配の内
積により,探索ベクトルを更新するためそのコストは 4dとなる. 表の全てのアルゴリズム
では,ステップサイズは直線探索法により決定されるため,探索条件を満たすまで ζ回関数
評価を行う. メモリレス手法も通常と記憶制限手法と同様に, NAQはQNとMoQよりも勾
配計算回数が 1回多くあるため,勾配計算コストは 2ndとなる. なお, QNとMoQは同じ勾
配計算コストを持つ. 一方で,保存されるメモリ量に関しては,メモリレス手法では過去の
ヘッセ行列を保持する必要がないため, sk, yk, pk, qkそして q̂kのみが記憶される. 従って,メ
モリ量は 2mdである. また, MLMoQでは, MoQと LMoQと同様にネステロフの加速勾配
の近似を行っているため,過去の勾配を 1つ多く記憶する必要がある. 従って,メモリ量は
(3n + 2)dとなる.

ここで,本研究で使用する最小のパラメータ次元 d = 31を持つ問題から最大のパラメー
タ次元 d = 7, 960を持つ問題まで,次元 dの値を少しずつ増加させ,次元 dに対するMoQと
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LMoQ (m = 1, 32, 512)とMLMoQの計算コストとメモリ量の関係性を図 60と 61に示す.

グラフを見やすくするため,図 60と 61の y−軸と x−軸の表記はそれぞれ対数と線形とし
たと共に,全アルゴリズムの計算コストおよびメモリ量で共通している項を除外した. 図 60

と 61より,次元 dの増加に伴いMoQは指数関数的に増加している. 一方で,定数倍に増加
する記憶制限手法では,記憶量 mの増加に伴い, LMoQの計算コストとメモリ量がMoQに
近づいていることがわかる. 一方で, MLMoQはもっとも低い計算コストとメモリ量を持っ
ている. また LMoQ (m = 1)はMLMoQに近い計算コストを持つことがわかる. 従って,メ
モリレス手法は記憶制限手法と通常の 2次手法と比較して,計算コストとメモリ量を削減で
きていると結論付けられる.

表 17: メモリレス手法の計算コストとメモリ量の比較

Algorithm Computational Cost Storage

N
or

m
al QN nd + d2 + ζnd d2 + 2(n + 1)d

NAQ 2nd + d2 + ζnd d2 + 2(n + 1)d
MoQ nd + d2 + ζnd d2 + (3n + 2)d

L
im

ite
d-

M
em

or
y

LQN nd + 4md + 2d + ζnd 2md + 2(n + 1)d

LNAQ 2nd + 4md + 2d + ζnd 2md + 2(n + 1)d

LMoQ nd + 4md + 2d + ζnd 2md + (3n + 2)d

M
em

or
yL

es
s MLQN nd + 4d + ζnd 2(n + 1)d

MLNAQ 2nd + 4d + ζnd 2(n + 1)d

MLMoQ nd + 4d + ζnd (3n + 2)d
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図 60: 2次と手法,記憶制限手法そしてメモリレス手法の計算コストの比較

図 61: 2次と手法,記憶制限手法そしてメモリレス手法のメモリ量の比較
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6.5 実験

本研究では,提案手法MLNAQとMLMoQの有効性を示すため,関数近似問題と 3つの分
類問題に対するシミュレーションを行った. 本実験ではMLNAQとMLMoQを従来手法の
Adam [1,19], CG [30], LQN (m = 1, 2, 16) [21]そしてMLQN [31]と比較しながら,提案手法
の性能について議論を行う. なお,提案手法はバッチ手法に基づいているため,全てのアル
ゴリズムに対してバッチ学習を適応する. Adamにおけるパラメータは全て [19]の推奨値
とした. CGのパラメータ βkに関しては, HS公式に基づいて更新を行う. CG, LQN, MLQN,

MLNAQおよびMLMoQのステップサイズ αkは直線探索とArmijoの条件に基づき更新さ
れる. 公平な比較のため, MLQN, MLNAQおよびMLMoQの yk, qk そして q̂k に対して,グ
ローバル収束項 [24,39]を導入した. MLNAQおよびMLMoQでは学習の安定性を向上させ
るため,適応的モーメント係数 µkを使用した. 各シミュレーションでは 10回の異なる重み
wの初期値に対して学習を行い, wは [−0.5, 0.5]内の一様乱数で初期化した. さらに, 学習
データ |Tr |とテストデータ |Te|は [−1.0, 1.0]の範囲で正規化されている. 終了条件は全ての
問題に対して ϵ = 10−6 and kmax = 150, 000とした.

6.5.1 関数近似問題

最初に, MLNAQとMLMoQの有効性を調べるため, 5.4.1節で紹介した (124)に示す関数
近似問題のモデリングを行った [68, 80].

f (x) = 1 + (x + 2x2)sin(−x2), |x| ≤ 4, (124)

この問題では, 入力 xの範囲は x ∈ [−4, 4)とした. また, 学習サンプル数は |Tr | = 400で
ある. 実験に用いる NNの構造は 1-10-1であり,誤差関数 E(w)は (15)のMSEに設定した.

各ニューロンの活性化関数として (16)のシグモイド関数を用いた. シミュレーション結果
を表 18に示す. 表では, E (w)の中央と平均値に加え, 平均の計算時間 (sec), 各反復毎の計
算時間 (sec)(×10−3)そして平均の反復回数 (k)が示されている. 全てのアルゴリズムに対し
て,学習終了までに十分に小さな誤差を得た試行回数の割合を収束率 (%)として示した. 本
実験では, Adam, CG, LQN (m = 1, 2, 16), MLQN, MLNAQそしてMLMoQに加え, LNAQ

(m = 1, 2, 16)と LMoQ (m = 1, 2, 16)も比較の対象とした. 表より,全てのアルゴリズムが同
程度の学習誤差で収束していることがわかる. この問題では,学習アルゴリズムに対して問
題の非線形特性が比較的に強く,学習データ |Tr |も少ないため, LMoQ (m = 16)以外の全て
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のアルゴリズムが収束率 100%を達成できなかった. Adam, CG, LQN (m = 1)そしてMLQN

では,学習が収束するまでに多くの反復回数を必要とする. 一方, LQN, LNAQと LMoQで
は,メモリサイズ mが大きくなるにしたがって,曲率情報の影響が大きくなるため,学習性
能が向上する. そのため,反復回数が減少し,収束が早まる. しかし,メモリ量に比例して計
算量も増加するため, 1反復にかかる時間が長くなることがわかる. 従って, LQN (m = 16),

LNAQ (m = 16)および LMoQ (m = 16)では,反復回数は少ないが, 1反復あたりの計算時間
は最大となる. メモリレス手法の比較では, MLNAQとMLMoQはMLQNよりも少ない反復
回数で収束していることがわかる. これは, MLQNにおける慣性項が有効であることを意味
する. さらに, MLMoQの 1反復あたりの時間はMLQNとほぼ同じである,一方で, MLNAQ

は勾配計算回数の欠点により多くの計算時間を必要とする. 結果として, MLMoQはこの実
験で用いたメモリレス手法のアルゴリズムの中でもっとも高速であると言える. 従って,慣
性項はメモリレス手法に対しても有効であると結論付けられる.

この実験では,モデリングの精度を測定するため, MLMoQで学習した NNモデルの出力
とテストデータを比較し,図 62に示した. 図より, MLMoQの NNモデルとテストモデルが
良好な一致を示していることが確認できる.

表 18: 関数近似問題 (68)に対するMLMoQのシミュレーション結果

Algorithm m
Iteration Time Per iteration Etrain(w)(×10−3) Convergence

counts (k) (sec) time(sec)(×10−3) Median / Ave. rate (%)
Adam - 90,908 7.75 0.085 0.999 / 1.028 80

CG - 52,636 6.00 0.113 0.996 / 0.995 60

LQN
1 81,577 10.20 0.125 0.999 / 0.999 80
2 39,260 5.39 0.137 0.999 / 0.999 70
16 26,138 6.75 0.258 0.999 / 0.999 60

LNAQ
1 30,704 6.49 0.211 1.00 / 1.00 80
2 27,702 5.99 0.211 0.999 / 1.03 60
16 5,525 1.91 0.345 0.999 / 0.999 90

LMoQ
1 32,163 4.44 0.138 1.00 / 1.03 80
2 25,644 3.74 0.145 1.00 / 1.00 70
16 5,222 1.41 0.270 0.999 / 0.998 100

MLQN - 80,729 9.79 0.121 0.999 / 0.999 80
MLNAQ - 33,493 6.85 0.205 0.999 / 0.999 80
MLMoQ - 29,834 3.65 0.122 0.999 / 0.999 70

110



6 慣性付メモリレス準ニュートン法 6.5 実験

図 62: 関数 (124)に対するMLMoQの NNモデルとテストデータの比較

6.5.2 分類問題 1: Three-Spirals detaset

次に, 4.3.6節にて紹介した Three-Spiralsの分類問題 [88]に対して, MLNAQとMLMoQ

の有効性を調べる. Three-Spiralsの学習サンプルの構造を図 49に示す. この問題では, 学
習データ数は |Tr | = 1, 050であり, NNの構造は 2-10-3とした. 分類問題では誤差関数およ
び出力層の活性化関数をそれぞれ (19)の CEと (20)のソフトマックス関数とする. なお,

中間層の活性化関数として (16)のシグモイド関数を使用する. シミュレーション結果を表
19に示す. 表では, E (w)の中央と平均値に加え, 平均の計算時間 (sec), 1反復の計算時間
(sec)(×10−3)そして平均の反復回数 (k)が示されている. この実験では,慣性項を用いたメモ
リレス手法の比較に着目するため, LNAQおよび LMoQを除外する. 表より,比較で使用し

表 19: Three-Spiralsに対するMLMoQのシミュレーション結果

Algorithm
Iteration Time Per iteration Etrain(w)(×10−3) Convergence

counts (k) (sec) time(sec)(×10−3) Median / Ave. rate (%)
Adam 55,038 14.64 0.266 0.840 / 0.838 100

CG 150,000 57.21 0.381 1.378 / 1.381 100
LQN(1) 9,918 3.98 0.401 0.826 / 0.825 100
LQN(2) 9,290 3.80 0.409 0.826 / 0.827 100

LQN(16) 8,461 4.43 0.523 0.819 / 0.821 100
MLQN 9,820 3.85 0.392 0.824 / 0.826 100

MLNAQ 700 0.46 0.657 0.672 / 0.663 100
MLMoQ 590 0.23 0.389 0.643 / 0.649 100
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た全てのアルゴリズムが同様の学習誤差に収束し,収束率も 100%であることがわかる. 反
復回数の比較では, QNに基づくアルゴリズムは Adamや CGよりも早く収束している. ま
た, MLNAQとMLMoQは LQNとMLQNに比べ,極めて少ない反復回数で解を得ることが
できる. MLNAQとMLMoQの比較では, MLMoQがMLNAQより高速である. またこれら
の結果は学習精度と時間のグラフを示した,図 63からもわかる. 従って,提案手法MLMoQ

は比較に用いた全てのアルゴリズムの中でもっとも高速であると結論付けられる.

図 63: Three-Spiralsの学習精度と時間グラフ

この実験でも,学習精度を測定するため, MLMoQで学習した NNモデルの出力と 2次元
平面テストデータを比較し, 図 64に示した. 図より, MLMoQのニューラルモデルはオー
バーフィットすることなく, 2次元平面を良好に分類できることが確認できる.
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図 64: Three-SpiralsのMLMoQによる検証結果

6.5.3 分類問題 2: 8 × 8 MNIST handwritten digit dataset

次に, 4.3.5節で紹介した 8× 8ピクセルの手書き数字文字MNISTに対して,提案手法の有
効性を調べる. 8 × 8ピクセルMNISTの学習サンプルを図 44に示す. 8 × 8 MNISTは 1,797

個のサンプルデータを持ち,本実験では,ランダムに全データサンプルの 75% (1,347サンプ
ル)を |Tr |そして 25% (450サンプル)を |Te|として分割した [85]. NNの構造は 64-10-10で
ある. 各アルゴリズムのもっとも良い結果を学習誤差と反復回数およびテスト精度と時間
のグラフで表し,それぞれを図 65と 66に示す. 図 65では,見やすさのため, x−軸と y−軸
をそれぞれ線形と対数表示にした. また,図 66では, x−軸と y−軸をそれぞれ対数と線形表
示に設定した. 図 65より, MLNAQとMLMoQがほぼ同精度であることがわかる. この問題
では, LQNとMLQNもほぼ同精度である. 一方で, Adamおよび CGでは収束までにより多
くの反復回数を必要とすることがわかる. 従って, QNに基づく手法が Adamと CGと比べ
て,学習の速い段階で小さな誤差を得て収束できると言える. QNに基づく手法の比較では,

MLNAQとMLMoQは LQNとMLQNに比べて,少ない反復回数で小さな誤差を得て収束
していることが確認できる. 一方で,学習時間の比較を示す図 66では, MLMoQが他のアル
ゴリズムよりも速く収束することがわかる. 従って,提案手法MLMoQはこの問題に対して
も有効であると結論付けられる.
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図 65: 8 × 8 MNISTの学習誤差と反復回数グラフ

図 66: 8 × 8 MNISTの検証精度と時間グラフ
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6.5.4 分類問題 3: 28 × 28 MNIST handwritten digit dataset

最後に,標準的なMNIST, 28× 28ピクセルの手書き数字文字MNISTデータセット [1,87]

に対して,提案手法の性能を Tensorflow [95]を用いて評価を行う. この実験では, Tensorflow

ver.2.6上でMLQNとMLMoQを実装し, Google Colaboratory [96]環境でシミュレーション
を行った. Tensorflowを用いたMLMoQ最適化手法の実装は, [97]にて公開している. 28×28

MNISTの学習とテストデータセットはそれぞれ |Tr | = 60, 000と |Te| = 10, 000である [1,87].

28 × 28 MNISTのデータサンプルの一部を図 67に示す. NNの入力と出力はそれぞれ画像
データのピクセル (次元)数 784とクラス数 10であり, NNの構造は 784-10-10である. Google

Colaboratoryでは実行する度に,割り当てられるリソースが変更するため,正確な計算時間
の比較は困難である. 従って, 反復回数と学習誤差およびテスト精度での比較を行う. 比
較アルゴリズムは Adam, MLQNそしてMLMoQとする. Adamのハイパーパラメータは
Tensorflowのデフォルト値に設定した. なお, この実験でも, 全てのアルゴリズムに対して
バッチ学習法を適応する. MLQNとMLMoQのステップサイズ αk は固定とし, その値を
αk = 1.0と設定した. MLMoQにおけるモーメント係数には適応的慣性係数を用いた. 各ア
ルゴリズムのもっとも良い結果を, 学習誤差と反復回数およびテスト精度と反復回数のグ
ラフに表し, それぞれを図 68と 69に示した. これらの図より, どのアルゴリズムも 2, 000

反復以内で同程度の誤差と精度に達していることがわかる. しかし, その中でも提案手法
MLMoQは,他のアルゴリズムよりも速い段階で低い誤差および高い精度を得ることができ
る. 従って, 提案するMLMoQは Tensorflowにおける 28 × 28 MNIST問題に対しても高速
に収束する特性を持つことが結論付けられる.

図 67: 28 × 28 MNISTのデータサンプルの一部
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図 68: 28 × 28 MNISTの学習誤差と反復回数グラフ

図 69: 28 × 28 MNISTのテスト精度と反復回数グラフ
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6.6 まとめ

本章では,本研究の 3つ目の課題であった NAQ [32–34]の計算コストに着目し, 2次手法
のNAQとMoQが 1次手法と同程度な計算コストを得られるようにメモリレス手法を導入
した. 提案手法はメモリレスネステロフの加速準ニュートン法 (MemoryLess Nesterov’s Ac-

celerated Quasi-Newton method, MLNAQ)とメモリレス慣性付準ニュートン法 (MemoryLess

Momentum Quasi-Newton method, MLMoQ)とした. MLNAQとMLMoQは通常の NAQと
MoQと同様に慣性項の影響によってMLQN [30, 89–93]を高速化した. 提案手法の有効性
は関数近似問題および 3つの分類問題に対する学習に応用し,シミュレーションにより示し
た. メモリレスを用いた提案手法,特にMLMoQは 1次手法と比較して曲率情報の影響を受
けているため,シミュレーションとして用いた問題に対しては有効であった. しかし,メモリ
量が大きい記憶制限手法と比較して,曲率情報の影響が弱いため,マイクロ波回路のモデリ
ング問題などのような強非線形問題の学習に対しては学習性能が低下し,通常の 2次手法の
高い学習精度を得ることは困難となる. 従って,強非線形問題の学習を可能とするため,今
後さらなる改良を必要とする.
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本研究では, 2次手法における慣性項の影響を調査し,その体系化を目指した. このため, 2

次手法の準ニュートン法 (Quasi-Newton method, QN) [1, 20–22]を慣性項とネステロフの加
速勾配を用いて大幅に高速化したネステロフの加速準ニュートン法 (Nesterov’s Accelerated

Quasi-Newton method, NAQ) [32–34]に着目した. NAQではいくつかの問題点が存在した.

本研究では, 2次手法における慣性項の影響を調査するため, NAQの問題点を克服した新た
なアルゴリズムを 4つ提案した.

まず 1つ目として 3章において適応的慣性係数を用いた NAQ,適応的ネステロフの加速
準ニュートン法 (Adaptive Nesterov’s Accelerated Quasi-Newton method, AdaNAQ)を提案し
た. 提案手法 AdaNAQは NAQのハイパーパラメータである慣性項のモーメント係数に着
目し,その問題点を克服した手法である. 具体的に, NAQにおける慣性係数はハイパーパラ
メータであるため,学習では全ての反復で固定されていた [34]. これは,学習を重みの初期
値に対して不安定化させ,複数回の試行において同じ学習精度を得られない原因であった.

従って,モーメント係数の最適値を決めるには多くの実験,経験と時間を必要とした. この
問題を解決するため,本研究では,これまで凸最適化問題の最適化に対して 1次手法のネス
テロフの加速勾配法 (Nesterov’s Accelerated Gradient method, NAG) [1,9,13–15]で使用され
ていた,適応的慣性係数 [13]を NAQに導入し, AdaNAQとして提案した. さらに, AdaNAQ

をニューラルネットワーク (NN)の学習に応用することで, NNにおける適応的慣性係数の
影響に関しても調べた. AdaNAQの有効性は 2つの関数近似問題と 2つのマイクロ波回路
のモデリングに対するシミュレーションにより 3.2節にて示した. シミュレーション結果よ
り,提案手法はNAQのハイパーパラメータ問題を解決しただけでなく, NNの学習における
収束の安定性と重みの初期値に対する学習の堅牢性 (ロバスト性)も向上した.

2つ目に 4章にて慣性付準ニュートン法 (Momentum Quasi-Newton method, MoQ)を提案
した. MoQは, NAQの各反復における学習時間の増加問題に着目し,その解決策として提案
したアルゴリズムである. 具体的に, NAQは慣性項とネステロフの加速勾配によりQNの全
体の学習時間および反復回数を大幅に高速化した. しかし, NAQでは,ヘッセ行列の逆近似
行列 (H行列)を求めるため, 2つの勾配, wkの点における勾配 (通常勾配)とwk + µkvkの点
における勾配 (ネステロフの加速勾配)の計算を必要とした. 従って,通常勾配の計算のみを
必要とする QNと比較して, NAQは各反復における計算時間が増加した. 本研究では,この
問題を解決するため,誤差関数が 2次関数であると見なし,ネステロフの加速勾配を通常勾
配の重み付の線形和として近似し,慣性付勾配 (Momentum Gradient, MoG)とした. 本研究
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では, 2次手法では誤差関数を 2次のテイラー展開として近似しているため, 誤差関数と 2

次のティラー展開で得られた 2次関数との間に親和性を見出すことができると考える. さら
に, NNの誤差関数は滑らかな関数であるため,反復点のまわりでは 2次関数と見なすこと
が可能であると考える. この 2つの考え方により,誤差関数を 2次関数と見なした場合,その
誤差は小さく, 2次関数と近似した誤差関数の勾配ベクトルは線形関数と見なすことができ
る. 従って,ネステロフの加速勾配を通常勾配の重み付の線形和として近似することができ
る. 以上の考え方に基づき,本研究では, MoGと慣性項を QNに導入し, MoQとした. MoQ

では, H行列の更新が現在と過去 2反復の勾配により更新できるため,各反復における計算
時間はQNと同様である. MoQの有効性は 2つの関数近似問題, 2つのマイクロ波回路のモ
デリング問題そして 2つの分類問題に対するNNの学習に応用し,シミュレーション結果を
4.3節に示した. 関数近似問題では,提案手法MoQはNAQの学習性能を維持しながら,学習
時間を高速化した. しかし,非線形性がより高いマイクロ波回路のモデリング問題では,固
定の慣性係数の値により,収束率が異なり,ロバストな学習が困難となった. そこで,適応的
慣性係数をMoQに導入することにより, AdaNAQの学習性能が維持されながら,収束の安
定性と重みの初期値に対する学習のロバスト性が向上した. 本研究では,適応的慣性係数を
導入したMoQを適応的慣性付準ニュートン法 (Adaptive Momentum Quasi-Newton method,

AdaMoQ)とした. また, AdaMoQは分類問題でも同様に高い学習精度と高速なパフォーマ
ンスを示した. しかし, MoQでは NAQと同様にH行列の更新が必要であるため,計算コス
トは高く,さらに, MoQでは,過去の勾配を 1つ余分に保存する必要があるため, QNそして
NAQと比べてメモリ量も高くなる問題点があった.

3つ目に 5章にて記憶制限ネステロフの加速準ニュートン法 (Limited-Memory Nesterov’s

Accelerated Quasi-Newton method, LNAQ)と慣性付記憶制限準ニュートン法 (Limited-Memory

Momentum Quasi-Newton method, LMoQ)を提案した. 提案手法は, NAQおよびMoQの計
算コストに着目し, 計算コストを削減するための一つ目のアプローチである. 記憶制限手
法 [20–22, 26]は QNに対して提案された応用研究の一つであり, H行列の次元 d を任意
記憶量 mに制限する手法である. 記憶制限準ニュートン法 (Limited-Memory Quasi-Newton

method, LQN) [20–22, 26]では, m = 1の場合,計算量が 1次手法に近いコストとなる. ただ
し, mの値が小さい場合, 曲率情報である H行列の影響が弱くなるため, 2次手法と比較し
て性能が低下する. また, mが増加するに連れて,曲率情報の影響が強くなるため,最適解が
2次手法の解に近づが, 1反復の計算コストも増加する. このため,記憶制限手法の計算コス
トおよび立ち位置は 1次手法と 2次手法の狭間に存在するアルゴリズムとなる. 本研究で
は, NAQとMoQに記憶制限手法を導入することにより,計算コストの削減および LQNの
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7 結論
高速化を目指した. なお, LNAQと LMoQの慣性係数には適応的慣性係数を用いた. 提案手
法の有効性は, 2つの関数近似問題と 1つのマイクロ波回路のモデリング問題に対する NN

の学習に応用し,シミュレーション結果を 5.4節に示した. シミュレーション結果より,記憶
制限手法では,曲率情報であるヘッセ行列の影響を制限しているため,非線形問題では最大
反復回数以内で 2次手法と同様な誤差が得られないことがわかった. しかし, 1次手法との
比較では,速い段階で小さな誤差を得られている. LQNと慣性項を用いた記憶制限手法の比
較では, LNAQと LMoQは比較に使用した全ての記憶量において LQNを高速化した. また,

NAQとMoQの関係性は LNAQと LMoQでも保たれた. 従って,記憶制限手法では,マイク
ロ波回路のモデリング問題のような非線形性が強い問題の学習は困難であるが,慣性項は 2

次手法と同様に記憶制限手法でも有効であると結論付けられる.

最後に, 6章にてメモリレスネステロフの加速準ニュートン法 (MemoryLess Nesterov’s Ac-

celerated Quasi-Newton method, MLNAQ)とメモリレス慣性付準ニュートン法 (MemoryLess

Momentum Quasi-Newton method, MLMoQ)を提案した. この手法は, NAQとMoQの計算
コストを削減するための 2つ目のアプローチである. メモリレス手法も記憶制限手法と同様
に QNの計算コストを削減するために提案された [30, 89–93]. メモリレス準ニュートン法
(MemoryLess Quasi-Newton method, MLQN) [30,89–93]では,過去の行列情報をスケーリン
グされた単位行列とし, H行列をベクトルの内積だけで求める手法である. 従って,その計算
コストは 1次手法とほぼ同様である. 本研究では, MLQNの高速化および NAQとMoQの
計算コストを削減するため,メモリレス手法をNAQとMoQに導入し, MLNAQとMLMoQ

とした. 提案手法の有効性は,関数近似問題と 3つの分類問題に対するNNの学習に応用し,

シミュレーション結果を 6.5節に示した. シミュレーション結果より,提案手法はMLQNを
高速化したことがわかる. また, NAQとMoQの関係性はメモリレス手法を導入していても
保たれた. メモリレス手法と記憶制限手法との比較では,メモリレス手法の反復回数は増加
するものの,各反復における計算時間が記憶制限手法よりも少ないことがわかる. MLNAQ

およびMLMoQそして記憶量 mが小さい値の LNAQおよび LMoQでは計算コストの削減
に成功したが, 提案した 2つのアルゴリズムで, 曲率情報の影響が強く失われるため, 非線
形性が高いマイクロ波回路のモデリング問題では学習が困難となる問題点に繋がった.

上記のように,本研究では 2次手法における慣性項の影響を調査するため, 2次手法のQN

に慣性項を導入した. 慣性項は 1次手法の学習速度に対して良いパフォーマンスを見せたよ
うに, 2次手法においても高速化の影響を及ぼし, 2次手法のパフォーマンスを向上させた.

従って,慣性項は 2次手法においても非常に有効であると結論付けられる. しかし,記憶制
限手法およびメモリレス手法では,慣性項を用いても通常の 2次手法と同程度の学習精度で
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強非線形問題の最適化が困難であった. これらを踏まえると,将来,計算機の性能がさらに
向上し, H行列の計算コストが無視できる環境になれば,慣性項を用いた 2次手法は強非線
形問題の最適化に対して非常に有効なアルゴリズムであると言える. しかし,現代の計算機
において大規模な強非線形問題を高精度かつ高速に処理するため,慣性項を用いた記憶制限
手法およびメモリレス手法を改良させ,体系化する必要がある.

本研究に対する今後の展望として,アルゴリズムの観点と誤差関数の定義の観点からの改
良が考えられる.

まず 1つ目にアルゴリズムの観点からの改良を考える. 具体的には [98]を手がかりに適
応的慣性項を用いたMoQの収束性の証明に関する検討を行う. さらに,様々な最適化問題
に対する適応的慣性係数を用いたMoQの有効性を調査する. 次に,大規模な強非線形問題
の学習を目指すため,提案手法と確率的勾配法 [1]または確率分散縮小勾配法 [99]との融合
を検討する. これにより,大規模な強非線形問題の学習を可能とするミニバッチ学習に基づ
く新たな学習アルゴリズムの提案を目指す.

そして, 2つ目に誤差関数の定義の観点からの改良を考える. 強非線形データでは,一見ノ
イズに捉えられるデータでも,実際にはシステムのモデルデータとしては非常に重要な要素
になりうることがある. 従って,これを学習可能とする誤差関数の検討を行う必要がある.

以上のようにこれまでの提案手法に対する改良を行うことで,本研究の目標とする洗練さ
れた新たな慣性項を用いた 2次手法の提案を達成させられると期待できる.
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付録

A. B行列からH行列の導出法

付録Aでは, 2.4.2節に示した (55)の BQN
k+1行列から (56)のHQN

k+1行列への導出について説
明する.

BFGS公式を用いた QNでは,ヘッセ行列 ∇2E(wk)を Bk行列で近似することができる.

また,ヘッセ行列の逆行列 ∇2E(wk)−1をHk行列で近似することも可能である. 従って,行列
BkとHkの関係は

Hk = B−1
k , (A.1)

となる. Bk行列の逆行列を計算することでHk行列を導出することができる. Hk行列の導
出を以下に示す [22, 26].

最初に Bk行列の更新式を (A.2 )に示す.

Bk+1 = Bk −
BksksT

k Bk

sT
k Bksk

+
ykyT

k

sT
k yk

, (A.2)

ここでは, sk = wk − wk−1そして yk = ∇E(wk) − ∇E(wk−1)である. 次に, (A.3 )の逆行列の補
助定理であるシャーマン・モリソン・ウッドベリー公式 (Sherman-Morrison-Woodbury

Formula, SMW) [100, 101]を考える.

(R + UJC)−1 = R−1 − R−1U
(
J−1 + CR−1U

)−1
CR−1. (A.3)

(A.3 )では, R, U, Jそして Cは行列積が定義できる適切なサイズである. ここで,ベクトル
と行列の積に対する SMWを (A.4 )に示す [102].

(
R +

ujT

c

)−1

= R−1 − R−1ujTR−1

c + jTR−1u
. (A.4)

ここで, Rを逆行列を持つ d × d次元の行列, uと jを d次元のベクトル, cをスカラーとす
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る. BkからHkを導出するため, SMWのベクトルと行列の積の公式を B−1
k+1に適応する.

B−1
k+1 =

Bk +
ykyT

k

sT
k yk

−1

+

(
Bk +

ykyT
k

sT
k yk

)−1 BksksT
k Bk

sT
k Bksk

(
Bk +

ykyT
k

sT
k yk

)−1

1 − 1
sT

k Bksk
sT

k Bk

(
Bk +

ykyT
k

sT
k yk

)−1
Bksk

=

Bk +
ykyT

k

sT
k yk

−1

+

(
Bk +

ykyT
k

sT
k yk

)−1
BksksT

k Bk

(
Bk +

ykyT
k

sT
k yk

)−1

sT
k Bksk − sT

k Bk

(
Bk +

ykyT
k

sT
k yk

)−1
Bksk

.

(A.5)

ここで, (A.5 )の右辺の第 1項に対して再び, (A.4 )の SMW公式を適応すると,

Bk +
ykyT

k

sT
k yk

−1

= B−1
k −

B−1
k

ykyT
k

sT
k yk

B−1
k

1 + 1
sT

k yk
yT

k B−1
k yk

= B−1
k −

B−1
k ykyT

k B−1
k

sT
k yk + yT

k B−1
k yk

,

(A.6)

が得られる. (A.6 )を踏まえて, (A.6 )の第 2項を鑑みると分子と分母をそれぞれ (A.7 )と
(A.8 )に式変形できる.

Bk +
ykyT

k

sT
k yk

−1

BksksT
k Bk

Bk +
ykyT

k

sT
k yk

−1

=

I − B−1
k ykyT

k

sT
k yk + yT

k B−1
k yk

 sksT
k

I − ykyT
k B−1

sT
k yk + yT

k B−1
k yk


= sksT

k −
sT

k yk

sT
k yk + yT

k B−1
k yk

(
B−1

k yksT
k + skyT

k B−1
k

)
+

 sT
k yk

sT
k yk + yT

k B−1
k yk

2

B−1
k ykyT

k B−1
k ,

(A.7)

sT
k Bksk − sT

k Bk

Bk +
ykyT

k

sT
k yk

−1

Bksk =

(
sT

k yk
)2

sT
k yk + yT

k B−1
k yk

. (A.8)

従って, (A.6 ), (A.7 )そして (A.8 )を (A.5 )にそれぞれ代入し, BkをHkとすると, Hkの更
新式 (A.9 )が得られる.

Hk+1 = Hk −
(Hkyk)sT

k + sk(Hkyk)T

sT
k yk

+

1 + yT
k Hkyk

sT
k yk

 sksT
k

sT
k yk

=

I − yksT
k

sT
k yk

T

Hk

I − yksT
k

sT
k yk

 +  sksT
k

sT
k yk

 .
(A.9)

123



B.記憶制限準ニュートン法と共役勾配法の関係性

付録 Bでは, 6.1節に示した記憶制限準ニュートン法 (LQN)と共役勾配法 (CG)の関係
性を考える. 記憶制限手法では記憶量 m = 1のとき, H1

k = Iと置き,正確な直線探索を実行
することで CGに帰着する [22, 26]. 具体的に, (B.1 )を踏まえて, m = 1のときの記憶制限
手法のHkを (B.2 )に示す.

Gk−1 = I −
sk−1yT

k−1

sT
k−1yk−1

, (B.1)

Hk = GT
k−1Gk−1 +

sk−1sT
k−1

sT
k−1yk−1

=

I − sk−1yT
k−1

sT
k−1yk−1

 · I − yk−1sT
k−1

sT
k−1yk−1

 + sk−1sT
k−1

sT
k−1yk−1

.

(B.2)

ここで, sk = wk − wk−1そして yk = ∇E(wk) − ∇E(wk−1)である. 従って探索方向ベクトル gk

は,

gk = −Hk∇E(wk) (B.3)

= −∇E(wk) +
sT

k−1∇E(wk)

sT
k−1yk−1

yk−1 +
1

sT
k−1yk−1

yT
k−1∇E(wk) − sT

k−1∇E(wk) −

(
sT

k−1∇E(wk)
) (

yT
k−1yk−1

)
sT

k−1yk−1

 ,
(B.4)

となる. ここで,正確な直線探索を実行すれば,点 wkが gk−1方向での誤差関数の最小点に
なる. 従って, gT

k−1∇E(wk) = 0が成立する. ここで, sk−1 = αk−1gk−1であると考慮すると,探
索方向ベクトルは,

gk = −∇E(wk) +
yT

k−1∇E(wk)

gT
k−1yk−1

gk−1, (B.5)

で与えられる. (B.5 )は Hestenes-Stiefel(HS)公式 [93]を用いた CGの探索方向ベクトルと
同様である. 従って,記憶制限手法では, m = 1の場合は CG, m = dの場合は BFGS公式を
用いた QNに対応する. よって, LQNは CGと QNの中間的な手法であると考えられる.
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